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AVERTISSEMENT, 



Apres une interruption de dix-sept longues annees 
dont je ne redirai ni les secrets, ni les douleurs, il 
m'est enfin donne de reprendre la publication de 
mes Legons de Calcul differentiel et inlegral, d'apres 
les methodes de Cauchy. Le nom de Tillustre mathe- 
maticien qui, helas! n'est plus, avait porte bonheur 
a mon oeuvre; elle s'etait ecoulee rapidement; en 
moins de huit annees elle etait devenue tres-rare et 
tres-chere. Le prix excessif de mes deux volumes 
n^empechait pas cependant qu'ils fussent tres-recher- 
ches; et de tons cotes on me pressait de terminer ces 
Lecons, de donner une nouvelle edition des volumes 
epuises. Ces instances si nombreuses et si vives m'ho- 
noraient plus que je ne le meritais, mais elles m'at- 
tristaientaussi profondement; ne pas pouvoir y repon- 
dre etait devenu pour moi un supplice cruel. Mes liens 
sont enfin brises, je reprends mon essor, et si la bonne 
Providence me conserve pendant quelques annees 
encore la sante si excellente qu'elle m'a donnee jus- 
qu'ici, j'aurai bientot repare le temps perdu. 



VI AVERTISSEMENT. 

La seconde edition de mes Le(;ons coniprendra 
quatre volumes de 5oo a 600 pages chacun : 

Tome I. Calcul differentieU Calcul direct aux dif- 
ferences finies, Calcul des residus. 

Tome II. Integration des expressions differentielles, 
Calcul immerse aux differences finies . 

Tome III. Integration des equations differentielles 
et aux diffdrentielles partielles. 

Tome IV. Calcul des Variations et Calcul des f one- 
tions elliptiques, ^ 

Je me suis decide a commencer par le quatrifeme 
volume, par les Legons de Calcul des Variations, et 
voici mes motifs : i^ le respect et la reconnaissance dus 
a mes Lecteurs me faisaient un devoir de leur offrir 
quelque redaction nouvelle, de leur prouver qu'une 
trop longue inaction n'avait pas paralyse mes forces; 
2^ il se presentait une occasion favorable de redi- 
ger le Calcul des Variations dans les conditions de 
succes les plus excellentes, et de doter la France d'un 
Traite qui lui manquait tout a fait. J*avais pres de 
moi un jeune et savant professeur de I'Universite 
finlandaise de Helsingfors, M. Lindelof ; pour lui le 
Calcul des Variations est une specialite, ou mieux 
une vraie et noble passion, il a grandement perfec- 
tionne et simplifie les methodes de M. Sarrus et de 
Cauchy. Or, non-seulement M. Lindelof m'offrait sa 
collaboration, mais il me demandait instamment la 
mienne, il voulait absolument que je donnasse un 
corps et la\ie a ses theories nouvelles. Nous nous 
sommes done mis a Toeuvre, nous avons travaille avec 
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une grande ardeur, et nous avons mene a bonne fin 
ces Legons de Calcul des Variations . S'il arrive qu'elles 
nous fassent honneur, cet honneur doit revenir prin- 
cipalement a M. Lindelof qui est, a proprement par- 
lor, Tauteur des methodes; je demande instamment 
qu'on lui en reporte la meilleure part. 

En memo temps, pour regagner plus promptement 
le terrain perdu, je publie en deux volumes in-8'* de 
55o a 65o pages des Legons de Mecanique anaiytique 
d'apres les Methodes de Cauchy, etendues aux tra- 
vaux les plus recents des Geometres; et en un gros 
volume in-S** des Legons de Mecanique phxlosophique, 
synthetique et physique y d'apres les idees d' Ampere. 



L'ABBfi F. MOIGNO, 

Hy rue d^Erfurth. 



Paris, ce 4 octobre 1861. 



PREFACE. 



L'origine du Calcul des Variations reinonte a Tan- 
nee 1696, epoque a laquelle Jean Bernoulli proposa 
le fameux probleme de la brachistochrone, dont la 
nouveaute attira vivement TattentiondesGeometres. 
Jusqu'alors on avait considere uniquement les 
maxima et les minima des fonctions de forme en- 
tierement connue ; il s'agissait cette fois de deter- 
miner la forme meme de la fonction ineonnue de 
maniere a faire prendre a une certaine integrale sa 
plus petite valeur possible. Les Geometres contem- 
poraius de Bernoulli aborderent et resolurent ee pro- 
bleme et d'autres du meme genre, qui echappaient 
au Calcul infinitesimal proprement dit, par des arti- 
fices particuliers, plus ou moins directs ou indirects. 

La science dojt a Euler la premiere solution regu- 
liere et generale de semblables questions, solution 
encore peu elegante, il est vrai, en raison des consi- 
derations infinitesimales , en partie analytiques, en 
partie geometriques, sur lesquelles elle etait basee. 
L'honneur d'avoir fait disparaitre ces dernieres im- 
perfections, et d'avoir ramene ce nouveau genre de re- 
cherches a une methode simple et purement analyti- 
que, appartient a Lagrange. On peut done dire en toute 
justice que les efforts reunis d'Euler et de Lagrange 
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ont fait naitre le Calcul des Variations, dont le but 
principal est la recherche des maxima et minima 
des integrales definies. 

Tel qu'il sortit des mains de ses illustres inven- 
teurs, le Calcul des Variations constituait une me- 
thode a peu pres complete, quand la solution du 
probleme ne dependait que d'integrales simples; 
mais Tapplication aux integrales doubles presentait 
encore de grandes difficultes. Parmi les Geometres 
qui ont puissamment contribue a les vaincre, il 
fautnommer Gauss, qui resolut le premier probleme 
de maximum d'une integrale double a limites inde- 
terminees; Poisson, qui completa la theorie des 
maxima et minima .des integrales doubles; Ostro- 
gradsky, qui donna pour la premiere fois la varia- 
tion complete d'une integrale multiple sous une 
forme simple et symetrique, quoique encore peu 
propre aux applications. 

Le Calcul des Variations en etait la, quand, en 
i84o, TAcademie des Sciences de Paris proposa 
pour le concours du grand Prix de Mathematiques 
la question suivante : 

« Trouver les equations aux limites que Ton doit 
joindre aux equations indefinies pour determiner 
completement les maxima et minima des integrales 
multiples. > 

Le prix fut decerne a M. Sarrus, auteur d'un 
grand travail intitule : Recherches sur le Calcul des 
Variations, qui a ete insere dans les Memoires des 
Savants Strangers, tome X, 1848. 

M. Sarrus avait eu Vheureuse idee d'introduire un 
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signe particulier pour indiquer les substitutions a 
faire dans une fonction quelconque, et, par ce sim- 
ple artifice, il avait pu surmonter les obstacles qui 
avaient arrete ses devanciers. Ces obstacles, en effet, 
consistaient principalement dans la difficulte d'ex- 
primer, comme il Taurait fallu, que dans telle 
expression donnee on a remplace Tune ou Tautre 
des variables, et souvent meme plusieurs variables 
a la fois, par leurs valeurs liraites. La forme sous 
laquelle M. Sarrus presente la variation d'une inte- 
grale multiple, est moins syraetrique que celle de 
M. Ostrogradsky, mais elle est d'une application plus 
facile et presque immediate. Trois exemples donnes 
a la fin de son Memoire avaient suffi pour mettre en 
evidence les avantages de sa methode, en montrant 
qu'elle fournit dans tons les cas Tensemble des equa- 
tions dont depend le maximum ou le minimum d'une 
integrale simple ou multiple quelconque. 

L'innovation de M. Sarrus, Tintroduction d'un 
signe de substitution, parut a M. Cauchy tellement 
importante, qu'il s'empressa d'en faire le point de 
depart d'un nouvel expose du Calcul des Variations, 
public, en i844> dans ses Exercices d' Analyse et de 
Physique mathematique^ tome III, p. 5o. Les for- 
mulesgeneralesdeM. Cauchy sont au fond lesraemes 
que celles de M. Sarrus, mais I'emploi plus etendu 
de la nouvelle notation, et I'adoption d'un signe 
de substitution double, pour indiquer la difference 
entre les resuUats de deux substitutions simples 
faites tour a tour, les a beaucoup simplifiees. Dans 
ce premier Memoire, M. Cauchy s'etait borne a eta- 
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blir les principes et les equations fondamentales, il 
avait reserve pour un second les applications qu'il 
Youlait en faire; malheureusement, ce second Me- 
moire n'a jamais paru. 

Malgre toute nbtre admiration pour M. Cauchy, 
nous n'avons pas pu nous resoudre a adopter sa de- 
finition nouvelle et generalisee de la variation d'une 
fonction ouquantite. « Lorsque plusieurs fonctions 
ou quantites, dit-il, page 52, peuvent changer si- 
multanement de valeurs et de formes, leurs varia- 
tions sont de nouvelles quantites ou de nouvelles 
fonctions dont les rapports sont egaux aux limites 
des rapports entre les accroissements infiniment pe- 
tits des variables et des fonctions proposees. » Sans 
doute que cette conception elargit le domaine du 
Calcul des Variations et va jusqu'a lui faire com- 
prendre le Calcul differentiel qui n'en est plus qu'un 
cas particulier; mais cette generalisation, avanta- 
g^use peut-etre au point de vue metaphysique, 
n'a-t-elle pas le grave inconvenient de rendre plus 
vague encore et plus insaisissable Tidee deja tres- 
abstraite de la variation d'une fonction? Quand on 
ne restreint pas la notion de variation aux change- 
ments de forme de la fonction elle-meme, quand on 
ne risole pas des changements de valeurs des varia- 
bles dont elle depend, on se voit plus tard dans la 
necessite de distinguer plusieurs sortes de variations : 
variations totales^ variations partielles, variations 
propres de M. Cauchy, variations tronquees de M. Sar- 
rus, etc., etc. 

Nous avons done conserve a la variation la signifi- 
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cation essentielle que lui attribuaient Euler ct La- 
grange; nous la faisons deriver essentiellement du 
changement de forme apporte a la fonction. De plus, 
nous ecartant encore sur ce point deM. Cauchy, pour 
rester fidele a Euler, nous faisons deriver le chan- 
gement de forme de la fonction du changement de 
valeur d'un parametre avec lequel elle est intime- 
ment liee, au moyen duquel nous pouvons Tamener 
a coincider avec toute fonction donnee des m^mes 
variables, ou a passer d'une maniere continue d*une 
premiere forme a une autre forme quelconque. A ce 
point de vue, la variation pouvait etre pour nous soit 
la differentielle, soit la derivee de la fonction, rela- 
tive au parametre variable; nous avons ecarte la 
signification differentielle, afin de ne pas tomber 
dans les infiniment petits ; et pour nous, par con- 
sequent, la variation est une derivee partielle relative 
au parametre variable; mais une derivee qui n'a de 
sens qu'autant qu'elle se rattache a un changement 
de forme de la fonction, qui nait reellement de ce 
cEangement de forme et disparait avec lui. Ajoutons, 
qu'entre la differentielle ou la derivee le choix etait 
completement arbitraire; dans la substitution de 
Tune a Tautre, il n'y a, en effet, rien de change ni 
dans les raisonnements, ni dans les equations finales, 
ni dans les conclusions. 

En etudiant attentivement les travaux de M. Sarrus 
et de Cauchy, nous avons decouvert qu'on pouvait 
abreger grandement les ecritures et les formules, 
souvent fort longues et fort compliquees, en intro- 
duisant une notation symbolique qui permit de reii- 
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nir en un seul les termes analogues ou relatifs aux 
memes limites des variables. Cette simplification a 
pfroduit un autre avantage : elle a mis en evidence 
certaines analogies generales qui nous ont permis de 
formuler en langage ordinaire et en termes assez 
nets les regies principales du Calcul des Variations. 

En outre des travaux que nous venons de rap- 
peier, nous avons beaucoup consulte, surtout pour 
les applications, Touvrage ti*es-remarquable de 
M. Jellett [A^ elementary Treatise on the Calculus of 
Variations, Dublin, i85o). Nous sera-t-il permis ce- 
pendant d'exprimer un regret? Le savant professeur 
de Trinity-College n'a pas connu les recherches de 
M. Sarrus, et, pour les integrales multiples, ses for- 
mules n'ont pas toute la generalite desirable. II sup- 
pose partout, en effet, que les limites sont continues 
ou peuvent etre fournies par une seule formule 
L < o ; ce n'est la evidemment qu'un cas tres-parti- 
culier. En realite, ces deux reproches se confondent; 
car, si nous ne nous trompons pas, M. Sarrus s'est 
place le premier au point de vue plus general des 
limites discontinues. 

La methode par laquelle le grand Jacobi a appris a 
distinguer les maxima et les minima, est un chef- 
d'oeuvre de combinaison analytique; aussi, quoique 
Tapplication en soit encore fort restreinte, nous 
avons fait de serieux efforts pour la rendre acces- 
sible, en mettant a profit I'expose qu'en ont fait 
M. Delaunay dans son beau Memoire sur le Calcul 
des Variations , etM. Hesse dans un article insere en 
1859 dans le Journal de Crelle. 
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Notre redaction etait presque completement achc- 
vee, quand nous avons pu consulter I'ouvrage gran- 
dement utile qu'un homme tres-initie a la litteraturc 
du Galcul des Variations, M.Todhunter, vient de pu- 
blier sous ce titre : ■ A History of the Progress of the 
Calculus of Variations, by Todhunter, London, i860. 

II existe en langue allemande un Traite fort volu- 
mineux intitule : Theorie und Anwendung des soge- 
nannten Variations Calculsy von D"" G.-W. Strauch, 
dont la troisieme partie, renfermant les applications 
aux integrates doubles et triples, a paru en iSSg, a 
Vienne. Ce livre, tout encombre de formules steriles, 
est suivi d'un Appendice dans lequel le savant auteur 
s' attache a prouver, par une critique sans fondement 
et inexorable, que ni M. Sarrus, ni M. Caucliy, ni 
M. Delaunay n'ont atteint le but qu'ils se sont pro- 
pose dans leurs recherches sur le Calcul des Varia- 
tions. Pen consequent avec lui-meme, tantot il re- 
proche a M. Sarrus d'avoir separe des termes qu'on 
pouvait reunir sous un meme signe integral, pour 
mieux faire sentir que les variations qu'ils contien- 
neui peu{^ent dependre les unes des autres; tantot il 
reproche aM. Cauchy d'unir en une seule expression, 
par un double signe de substitution, des termes qu'on 
pouvait ecrire separement pour mieux indiquer que 
les variations qu'ils coniiennentpeus^ent etre indepen- 
dantesles unes des autres. Le croirait-on? M, Strauch 
va jusqu'a dire que les formules de M. Sarrus ne 
comprennent meme pas la solution de ce probleme 
tres-simple : « Trouver I'aire minima entre deux 
surfaces donnees. » Et pourtant, dans la vingt- 
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troisieme de nos applications, nous avons re&olu ce 
probleme en quelques traits de plume par la me- 
thode de M. Sarrus! 

Si nous ne nous faisons pas illusion, ces modestes 
Lefo/wserontfavorablementaccueillies, parcequ'elles 
resument les derniers progres de cette branche im- 
portante de TAnalyse, et les rendent, il nous semble, 
plus generalement assimilables. Si Ton veut bien 
comparer nos formules a celles de nos maitres, 
M. Sarrus et Cauchy, on verra qu'elles sont deve- 
nues beaucoup plus simples, plus nettes et plus 
elegantes. Ramenes a la forme et aux propor- 
tions du signe d'integration, nos signes de substi- 
tution sont devenus plus maniables et constituent 
une notation classique ; I'aspectdes equations, toutes 
compliquees qu'elles restent quelquefois, n'a plus 
rien de repoussant; nous oserions presque dire 
qu'elles sont attrayantes. Si ce volume enfin est de- 
venu un chef-d'oeuvre d'impression, Thonneur en 
revient a la superiorite incontestable de Timprimerie 
de M. Mallet-Bachelier et a Thabilete sans rivale de 
M. Bailleul. 
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Signe de substitution simple et double. — Expressions definies. — Variables 
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i . Dans le calcul des variations il arrive constamment 
qu'une ou plusieurs variables qui entrent dans une fonc- 
lion,doivent recevoir des valeurs speciales,ct si ce calcul 
a el^ longlemps arr^ie dans ses d^veloppements , c'est 
qu'il manquait d'un signe pour bien exprimer celte par- 
ti cularisati on. On doit a M. Sarrus la premiere idee d'un 
semblable signe, idee que M. Cauchy a accueillie avec em- 
pressement,niais avec une modification heureuse des nota- 
tions, que nous adopterons en les simplifiant encore. Le 
signe dont nous ferons usage etque nous appellerons 5zg^«e 
de substitution, consiste en un trait incline, place en avant 
de la fonction, auquel on accole la valeur particuli^re 
IV. I 
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qu on doil donner a la variable. Ainsi 

V, ou simplement / V, 

cxprimera ce que devient la fonction V, quand la va- 
riable X re9oit la valeur pArii calibre Xf, Le m^me signe / 
avec deux limites , Tune, inferieure Xi , Tautre supe- 
rieure j?,, 

I V, ou simplement 7 V, 

exprimera la difference entre les resultats des deux sub- 
stitutions X = Xi^ x== x^ dans la fonction V, ou ce que 
I'on obtient quand, apris avoir fait tour a tour dans cette 
fonction a: = a:, , x=: x^^ on retranche le premier resul- 
tat du second •, de sorle que 

IX, IX, IX, 

Un signe de substitution double, tel que / , pourra done 

Ix, 

toujours ^tre decompose en deux signes de substitution 
'niple, I ^^ I ' 



Sim 



Nota. Dans I'enseignement oral il est bon qu'on puisse 
designer verbalement le signe ou I'act^ de la substitution. 
Nous proposons en consequence de dire substitution, 
comme on dh somme, et substitution x^^ substitution x^ , 
pu substitution Xi^ x^^ comme on dit somme depuis .r, 
jusqu'a Xg, ou somme x^^ x%. 

Par suite de cette m6me notation etendue au cas de 

I V exprimera qu'il faut d'abord 
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donner la valeur j-j a la variable y, et ensuite a la varia- 

ble X la valeur a'l. De m^me la notation / / V signifie 

qu'il faut i° rem placer tour a tour dans V la variablej^ 
par les valeurs j^i et j^j, et retrancher le premier resultat 
du second*, 2** donner tour a tour a x, dans la difference 
ainsi obtenue, les valeurs Xx et Xj, et retrancher de nou- 
veau les deux .resultats Tun de Tautre, de sorte que 

/:7>/:(/V" 

r-i r-l I W / '• 

On aurait de meme 

1 1 1 \ 

-/7"/\+/7"/"v -/"f /"v-/7"/v 

Pour retrouver avee leurs sigues les differents termes 
du second membre, il suffira de former le pfoduit syni- 
bolique 



r-niNiir-ry 



Ces deux exemples montrent deja la simplification 
considerable qu'on peul tirer en certains cas de Temploi 
des signes de substitution double. 

2. Les substitutions simples ou doubles se m^lent sou- 
vent a des integrations, qu'elles peuvent preceder ou 

I . 



/ 
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suivre seloii les circon stances. Ainsi / I \dy indi- 

quera qu'il faut d'abord integrer V<5^ entre les limites 
yx et y^ et remplacer ensuite x par Xf. Au conlraire 

. I / Vc?x exige qu'on substitue d'abord j^, k y dans la 

fonction V, et qu'on iniegre ensuite le resultat multi- 
plie par dx^ entre les limites Xy et x^, A la rigueur on 
devrait ecrire 

I dx I V au lieu de i / Vrfx ; 

mais par la m^me raison que dans les integrates multiples 
on ne s^pare pas les signes Jf. . . par les differentlelles dxy 
dy^ etc., nous preferons la seconde maniere d'^crire, oil 
les signes f et f se succMent immediatement. Pour la jus- 
tifier, s'il etait necessaire, on pourrait dire que la diffe- 
rentielle cte n'etant pas fonction dej^, n'est pas atteinte 
par les substitutions qu'on peut faire relativement a celte 
variable. 

Pour ne laisser rien d'obscur, considerons encore la 
notation 

Ydy. 

'r, 'if, . 

Elle exige que Ton fasse d'abord dans la fonction V la 
substitution double relative a z ; qu'on int^gre ensuite 
par rapport a y le resultat obtenu multiplie par dy^ et 
qu'on procede enfin a la substitution double relative a la 
variable x. 

3. Une fonction a laquelle on a fait subir soit des in- 
tegrations entre certaines limites, soit des substitutions 
simples ou doubles, relatives aux variables dont elle 
depend, s'appelle expression dejinie, Elle n'est plus 
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fonction de ces variables, que nous nommerons varia- 
bles priuei pales , et ne depend que des parametres ou 
constantes indelerminees qu'elle peut renferiner. Dans 
ce qui suit nous designerons en general par 

^y y^ ^> • • • > ^> ' 

les variables principales qui entrent dans la fonclion 
donnee, par 

les limites inferieures de ces variables, par 

leurs limites superieures, par x un parametre indeter- 
mine; et nous supposerons toujours, a moins que nous ne 
disions le conlraire, que les substitutions et les integra- 
tions ont lieu successivement par rapport aux variables 
principales dans I'ordre inverse des lettres x^ y, 5 , . . . , 
5, t; de sorte que la premiere operation soit relative a ^, 
la dernifere relative a x. Nous admettrons aussi que les 
limites x^ et Xf de x sont independantes de toutes les va- 
riables principales, tandis que les limites de y pourront 
^tre fohctions de x, celles de z fonctions de x et j, et aiusi 
de suite jusqu'a la variable t^ dont les limites seront en 
general fonctions de x, j^, ^,..., s* Quant au para- 
mitre x, il pourra entrer non-seulement dans la fonc- 
tion donnee V, mais aussi dans les valeurs limites de 
toutes les variables principales x, ^, ^, . . ., t, quoiqu'il 
doive etre bien entendu que ces variables elles-m^mes 
sont entierement independantes les unes des autres etde x. 

4. Proprietes du signe /. — Le signe de substitution 
simple, place devant urie fonction composee quelconque, 
porte stir chacun des elements qui entrenl dans sa forma- 
tion, de sorte qu'on a 

/.r, / .X, i^, IX, \ 
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De ce principe general on peul tirer plusieurs conse- 
quences parmi lesquelles il nous suffira, pour le moment, 
de noter les deux suivantes : 

1^ Lorsque la somme algebrique de plusieurs fonc- 
tions est soumise a une ou plusieurs substitutions succes- 
sives, simples ou doubles, on peut effectuer separement 
les substitutions indiquees dans chacune de ces fonctions 
et prendre la somme algebrique des resultats ainsi obte- 
nus. On aura, par exemple, 

/,. + ._„,=/ ju^j j,-l / ... 

On pourrait enoncer cette propriete en disant qtie la sub- 
stitution de la somme est egale a la som.me des substitu- 
tions, 

7? Lorsque le produit de plusieurs fonctions est sou- 
mis a une ou plusieurs substitutions simples, on peut ef- 
fectuer separement les substitutions indiquees dans chaque 
facteur et former le produit des resultats obt6nus. On 
aura ainsi 

/ uvw == I I u . I I V. I / w. 

Dans le cas de substitutions simples, la substitution du 
produit est egalau produit des substitutions. 

Si la quantite qui se trouve engagee sous un signe de 
substitution simple, est constante, ou seulement inde- 
pendante de la variable a laquelle se rapporte la substi* 
tulion indiquee, le signe j est sans eflfet aucun et peut 
^Ire supprime. On a evidemment 

/x, la:. ix, IX, ix, ix, 

k=:Aj I k=k, I ku = hi Uy I ku = kl «, 

lorsque h est constant ou independant de x^ et par suite 
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Les factcws constants restent en dehors des sub- 
stitutions; la substitution double d\me constante est 
nulle, 

5. Lorsqu'une expression definie quelcouque est sou- 
mise a une nouvelle substitution simple, au lieu de Teffec- 
tuer dans le resultat definitif de toutes les operations indi- 
quees par les ^ignes / et /, rien n'emp^che de la faire 
separement dans- la fonction V et dans les limites de 
chacune des variables auxquelles se rapporlent ces ope- 
rations. On pourrait m^me faire la substitution seulement 
dans quelques-unes des quantit^s V, fj , ^i , .^i , Jj , . . . , 
qui constituent Texpression definie propos^e, mais alors 
on serai t oblige de la renouveler a la fin du calcul. 

Supposons, pour fixer les idees, que V contienne trois 
variables independantes\r,^, ^, el qu'onveuille calculer 

Ill ^^Jy OH faire j: — a:, dans I / Vdj, 

* 

expression qui est evidemnient fonction de la seule varia- 
ble X. Puisque celte variable x entre dans la fonction V 
ainsi que dans les limiles z^^z^^ JKn J^«i sans etre alteinle 
ni par la substitution relative a 2:, ni par Tinlegration rela- 
tive a y^ on arrivera au merae but, en faisant separement 
x=^Xx dans chacun des elements V, ^i , ^2 » JKi 9 ,7« •> ^^ 
coustituent, pour ainsi dire, Texpression donnee. Mais il 
est evident que si Ton ne faisait.r = x^ que dans quel- 
ques-uns de ces elements, la variable x ne serait pas 
completement remplacee •, il faudrait par consequent 
renouveler la substitution xzzzXy dans le resultat obtenu. 
Ces raisonnements conduisent sans peine a la conclu- 
sion generale, que dans les expressions definies on peut 
faire les substitutions, simples autant de fois et a telle 
place qu'on vcut, pourvu qu'cn dernier lieu on les fassc a 
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la place oudans Tordre iadique par la notation primitive. 
On aura par exeinple idenliquement 

/T/:"-rr7:r- 






rmr 



6. Ce meme priucipe de la repetition des substitutions 
simples pent servir a r^duire une expression definie a la 
forme d'une integrale deCnie toutes les fois que les substi- 
tutions qu elle renferme sont simples. II suffit en effetpour 
cela d'effectuer separement les substitutions dans la fonc- 
tion V et dans les limiles des integrations. Prenons pour 
exemple Fexpression 



rxTX" 



y dtdy, 



V etant suppose fonction des quatre variables x^y^ z, t. 
Si Ton eflectue les substitutions indiquees dans cbacune 
des quantites V, «i, t^^y^^ y^^ et qu'on designe respecti- 
vement par V, t\ , t!^ , j\ , j^^ les resultats de ces substitu- 
tions, de sorte que 

Fexpression proposee deviendra 

dtdy, 



Jy'. Ji' 



et prendra ainsi la forme d'une integrale definie. Ajou- 
tons que, par suite des substitutions eftcctuees, Vestfonc- 
tion de y et t'^ t\ el t'^ sont fonctions de j^ tandis que 
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Jx ^^y-i ^^^^ constantes \ de sorte que y ext sonl les seules 
variables qui figurent reellement dans cette int^grale. 

Si Ton ne tenait pas a rendre les substitutions visibles, 
on pourrait supprimer les signes // et ecrire siniplement 

I / ydtdy, aulieude / I / j \dtdf, 

en sous-entendant qu'on devrait faire prealablement 
zz=Ziet x = Xi danscellesdesfonctionsV, fij^a^J'ijJ'n 
qui dependent des variables z et x. 

Lorsque I'expression donnee renfermera des substitu- 
tions doubles, on les decomposera d'abord en substitutions 
simples et Ton transformera separ^ment chaque terme du 
resultat, ce qui donnera une suite d'integrales definies. 

Une expression definie est invariable tant que les con- 
stantes indelerminees qu'elle renferme conservent des va- 
leurs fixes. Mais si Tune de ces constantes y., devenuepa- 
rametre variable, change de valeur, I'expression definie 
variera elle-m^me, en tant que fonction de ce parametre, 
et pourra etre differentiee par rapport a lui. Le calcul des 
variations, comme nous le verrons dans la suite, se reduit 
en effet a la recherche des derivees des expressions defi- 
nies 5 il faut done avant lout exposer les regies generales 
dela differentiation de ce genre d'expressions, qui sont de 
trois especes : i° expressions definies par. substitution^ ou 
qui resulteut uniquement de substitutions •, 2° expressions 
definies par integration^ ou integrales definies^ S'^ expres- 
sions definies mzirfe^, ouqui resultent a la fois de substitu- 
tions et d'integrations se succedant dans un ordre quel- 
conque. 

7. Nous considererons successivement ces trois especes 
d'expressions definies et nous chercherons leurs derivees 
relatives a un paramelre x, contenu tant dan$ la fonction 
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donnee V que dans les limites des variables j:, ;^, 2, . . . , f 5 
mais avaiit tout, pour simplifier les formules, qui sans 
cela deviendraient tris-complexes, et pour leur donner 
loute la clarte, toule la symetrie possibles, nousferons une 
nouvelle convention. Comme les variables x, a:, y, z,..., ^ 
sont independantes les unes des autres, on ne saurait atta- 
cher aucune idee aux quotients diflG^rentiels 

dx dy dz dy dz dz 

dn dy. dii dx dx dy 

cependant nous ferons usage de ces symboles precedes d'un 
signe de substitution, et nous leur donnerons la significa- 
tion determinee par les formules 

•^' '" dy, 



pdx^dx^^ r* ^ =- £?:i, . . . , / ^ ^ 

J dr. dm, I dr. dr. j dx 

r» dx _ dx, K» ^y ^*JZl I 

j dr dx I dr. dx j 



dx 



dx dx 



y ♦ 



c'est-a-dire que la derivee de Tune quelconque des varia- 
bles independantes x, j', 5, ... , t, laquelle en elle-m^me 
n'a aucun sens, representera pour nous la derivee de celle 
deslimites inferieure on superieure de cette m^me variable 
accolee au signe de substitution. Cette convention s'eten- 
dra egalement aux derivees des ordres superieurs. 

II n'est pas meme necessaire que le signe de substitu- 
tion precede immediatement la derivee svmbolique pour 
en determiner le sens; il pourrait en 6tre separe par 
d'autres signes soit de substitution, soit d'integration, ou 
par un facteur, sans que la signification de la derivee 
cessat d'<^tre determinee. C'estune consequence naturelle 
dn principc de la repetilion des substitutions (n" 5). 



SIGME DE SUBSTITUTION. II 

On aura par cxemple 
/ / dY.dx I I I dx\ dx II dr. dx 

de m&me 



i:riy^. 



I'' r^f' dx, dz, . _ /'■ r^ /'■ dx, dz, ^ 

L^avantage principal de cette notation symbolique est 
de permettre de reunir en un seul terme plusieurs expres- 
sions definies qui renferment les derivees correspondantes 
des deux limites d'une ou de^ plusieurs variables, ce qui 
simplifiera beaucoiip la recherche des variations des inte- 
grates multiples. 
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Regies de la differentiation des expressions definies. — D^rivees des -ex- 
pressions definies par substitation. — Deriv^esdes integrales definies.— 
Derivees des expressions definies mixtes. — Integration par parties des 
expressions definies mixtes. 



8. Premier cas. — Expressions definies par substitu- 
tion , — Supposons d'abord que V renferme les seules va- 
riables X. et x^ ou- que Ton ait V =y (jc, x) \ Texpression 



^ V=/(x,^. 



) 



dependra du seul para metre x, et il s'agit de la differen- 
tier par rapport a lui. On aura evidemment 





d 

d'A 


/■■v = 


df(v.^ X 
d% 




\)dx, 
d-K 
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Or 
















dr. 


i 




dXy 


-r 


d\ 

d.c 


et, d 


apres la convention admise, 







done 



fltr, /^* dx 

dy. I dy. 

dy I J \dy dx dy ) 



On trouverait de mcme 



dy \ I \dy dv dy J 



EXPRESSIONS d£fI»IES. i3 

et, en retranchant de cette equation la precedente, 



(0 



.iT' _p (dY_ dW da:\ 
dr. I j \dY. dx dyf.) 



c'est-a-dire que pour obtenir la derivee de / . V, / V, / V, 

par rapport a ^^ il suffira de differentier sous le signe de 
substitution comme si x etait fonction de x. 

Si V renferme les trois variables x, Xy y^ ou si Ton a 

V =y* (x, x^y)^ et qu'on demande la deriv6e de / / V 

par rapport a x, on remplacera V par / V dans la der- 
niere equation, qui deviendra 

Cette meme equation (i) donne d'ailleurs 



V d\ dx 
^"^L L \dy, dr dy. 



d.T I I \dx dy dx J 



'^, 'ri 



en substituant ces valeurs, et considerant que le facleur 

dur dx t dx 

symbolique -j-j tenant la place soit de --7-? soit de -7-^, 

cZ X u X MX 

ne depend point de /, et qu'il est permis par cons^uent 
dele faire passer sous le signe / , on arrive a Tequation 

fr. 



'^1 
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suivanle : 






dW^tix ^(<h_ dydxVi 
dx dv. dy \dr. d.vdyt)\ 

La somme afl'ectee des signes de substitution est evidem- 
ment la derivee totale de V prise par rapport a x, comme 
si chacune des variables x, x, y elait fonction de celles 
qui la precedent, x fonction de x, j^ fonction de x et de x. 

Con siderons* encore rexpressioni / / V, dans la- 

quelle V est fonction des variables x, x^ y^ z^ et dont il 
faut trouver la derivee par rapport a x. En remplacant 
dans r equation precedenle 



V par 



Iz. 



d\ r-fdy d\ di 



m 



Hr. P*"" I Irf^ + l^rf-xl' 
dV I'UdV dV dz\ 



( 



dx I \ dx dz dxj 

dY 1^' fd\ dV dz 



""' IX^ 



signe 



dy I \ dy dz dy 

» . 1 /• dx dr dy , 

et taisant passer Jes lacteurs -7- > -r-? -—-5 sous le nouveau 
■ dvi dK dx 

de substitution / , ce qui est permis, puisque les li- 

mites Xi^ .Tj, j^i, ^8, elles-m^mes, et par suite leurs deri- 
v^es,sont independantes de 2 ^ on verraque Tensemble des 
termes affecl^s dans requatiori (2) des signes dc substi- 
tution, auxquels s'est joint le signe relatif a /, s'accroit 
du terme 



dW 



[dz dz 
dy. dx 



dx dz / dy dy dx \ "1 



dz \_dY. dx dv. dy \dY. dxdy.)j 
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et devienl la derivee totale de V prise par rapporl a x, 
comme si cbacune des variables x,, x^ y^ z etait foiicdon 
de celles qui la precMent. Si Ton designe cette derivee 

par I -7— I ? on aura done 

''' " i-X{M'\"\'m 

\x, \y. Is, Ix, Ix, h, L J 

Le meme raisonnement, applique successivement a uu 
iiombre de variables de plus en plus grand, conduirait 
evidemment a la formule generale 

dans laquelle I -r— I designe la derivee loiale de V 

relative a ac, prise comme si chacune des variables 
X, j:, j^, z, . . . , f ^tail fonction de toules celles qui la pre- 
cedent. La signification reelle de cette formule symbo- 
lique, apris les explications donnees, n'a rien d'obscur. 

Quand on aura forme la derivee totale -7— 1 9 on de- 
eompo^era la substitution double / en deux substitu- 

, ^ dt dt dt dt dt^ 

tions Simples, on remplacera —-9 — •• -T-':r'*'*'P2»r— 9 

dti dtx dtx J I ' 'J ^ I • 

-—9 -r» ^-»"M dans tons les termes precedes du sieno 
dx dy dz ■• ^ 

I 

du signe / ; on fera ensuile pour les autres variables 

5, . . . , «, /, x^ ce que Ton a fait pour t^ el Ton arrivera 
a la valeur definitive dc la derivee cherchee. 



'' • dti du dt^ dti , , , 

, et par -—9 — 9 —9 -7-9 • • • ? dans les termes precedes 

ct X HJK ^If CLZt 
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9. La demonstration rigoureuse de la jformule gene- 
rale (4) est d'aiUeurs tres-facile^ il suffira, commejc'est 
la marche ordinaire en pareil cas, de prouver que si elle 
est vraie pour n — i variables, elle Test encore pour n 
variables. Admettons, en effet, qu'elle est vraie pour les 
variables x, y-f -^v • •> -^5 Tensemble des termes adectes 
des substitutions relatives a ces variables sera 

d\ d\ 



dr. clx 



dx^ flTvrjjrl . ^r^l </v r ^^"1 

dv, dy L^yJ dz \^din\ ''' ds L^'^J' 

les derivees totales 3~"M3-'"'M7- devant elre 

prises comnie si chacune des variables x, x^y^ ^,. . ., 5 
etait fonction de toutes celles qui la precedent. Si pour 
introduire une nouvelle variable t^ nous remplafons V par 

/ V, il faudra en rn^me temps remplacer 



dY 

■— par 

dv. 



I \dy. dt dv. f 



dW l^U— 'Il^\ 

d.T " I \dx dt (ix) 

dY /'' fdW d\ dt 

— par / ( 



<r »'^" . \d^^-dFTyr 



ds P^^ / \ds "*" Itdl)' 



Fensemble des termes affect^s des sigues de substitution, 
auxquels s'est joint le signe relatif a f , se sera accru du 
nouveau terme 

— \—^^^ ^['ILI dtfdsl 

dt \dy, dxdy.'^ dx\dy, \ "^ ' ' " "^ 5^ [^^J 

et deviendra precisement la derivee lotale de V par rap- 
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port a )c, prise comme si chacune des variables x, .r,y, 
-z, . . . , 5, t etait fonction de toutes celles qui la pre- 
cedent. Done si la formule est vraie pour n — i variables, 
elle le sera encore pour n. Or elle est demon tree directe- 
ment dans le cas de trois variables ; done elle subsistera 
quel que soit le nombre des variables affectees de substi- 
tutions. 

10. Tout ce que nous venons de dire des expressions 
definies qui renferment un ou plusieurs signes de substi- 
tution double 



'J^i (Ti ^z. It, 



sapplique de meme et sans aucuu changement aux ex- 
pressions dans lesquelles tons ces signes ou quelques-uns 
d'entre eux sont remplaces par des signes simples. On 
aura ainsi, par exeraple, 



d 
dZ 



/'77-...rv=/'7'7".../[g. 



la derivee symbolique —j— I etant formee d'apres la meme 

loi de deperidance retrograde entre les variables. Celte for- 
mule, a laquelle qn parviendrail directement par des 
raisonnements analogues a ceux qui nous ont conduit a 
Tequation (4), est d'ailleurs assez evidente en elle-meme 
pour qu'on puisse Tecrire immediatement ; car le seul 
fait des substitutions successives de ^i , 5^ , . . . , Zi , y^i , oTi 
etablit entre les variables principales x^j^ z^. , ,^ t^ con- 
lenues dans la fonction V, une dependance telle que clia- 
cune" est essentiellement fonction de toutes celles qui la 
precedent et de x. Evidente quandil s'agil de substitutions 
simples, cette formule ne le sera pas moins dans le cas de 
substitutions doubles, puisqu'une expression definie a 
substitutions doubles est, comme on Ta vu, la somme ou la 
IV. 2 
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difference d' expressions definies a substitutions simples, 
et que la d^rivee de la somme ou de la diffi^rence est egale 
a la somme ou a la difC^rence des derivees. 

1 1 . Deuxieme CAS. — Integrales definies, — Pour trou- 
ver la d^rivee de Fintegrale d^finie simple 



f Vdx, 



dans laquelle la fonction V ainsi que les limites x^ et Xj 
dependent du parametre Jt, donnons a ce parametre un 
accroissement A;t, et designons respeclivement par A V, 
A r, , Axa, les accroissemenis correspondants de V, 
Xx , .^2 • L'accroissement de I'integrale sera evidemment 

I (v + AV)^/^— f ydx 

H- Ax, 



t/x. 



Or si les fonctions V et AV croissent par degres insen- 
sibles et ne deviennent pas infinies entre les limites Xi 
et Xi -f- AoTi , le dernier terme est egal au produit de 
la difference entre les limites ou Axi par une valeur 
moyenne de la fonction V -h AV entre ces m^mes limites. 

Designons par / V 4- ei cette valeur moyenne, ei etant 

necessairement une quantite qui disparait avec Ax, il en 
resulte 

Xx,-+-Ax, / IX, \ 

On aura de m^me, en admettant que V et A\ croissent 
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par degres insensiUes et ne devienment pas infinies entre 
les li mites x^ el x^ -h ^x^^ 

(V-f-AV)^ = AxJ £,+ / Vh 

Sj etant une nouvelle quantite qui s'evanouit avec A)t. On 
peut done ecrire 



AS 



= I AVrfj;-HA^J 52 4- / V J — Aa', f 8, 4- / vV 



En di visant par Ax. les deux membres de cette equation , 
et passant a la limite^ on trouve 





dS 




dy. 


d.r 


+ 


dx^ 
dy. 


ou 


simplement 
















dS r'v/V . r^ dx 

en faisant usage de la notation symbol ique adoptee. 
Considerons main tenant Tintegrale double 



t/jr. */r. 



V dy dr, 



et clierchons sa derivee par rapport a x, en supposant que 
lafonctionVainsiqueleslimites OTi, a*,, j^i,y, dependent 
de ce parametre. Si, dans la formule (5) relative a Tin- 

tegrale simple, on remplaee V par I V dy^ on trouve 



^'^i 



ds r^ d r* r^dx r^ 



2. 
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Cette m^me formule (5) doiine d'ailleurs 



d 
d 



I r^« r^'rfv , T' dY 



En introduisant cette valeur et faisant passer sous le signe 
integral relatif a j^ le facteur -7- » qui se trouve dai>s le se- 
cond terme, ce qui est permis puisque ce facteur symboli- 
que, representant -7-^ ou -~> est ind^pendant de la va- 
riable y^ on arrive a la formule 



S f « f-^'rfV r-^ /^' dy 



d 

, — . . . - f — I ■ ■ » . dx 

a 



(6) , 

Pour obtenir la derivee par rapport a x de I'integrale 
triple 



n^x r*y% r'% 

S = / 1 . I ydzdydx , 



c'jr, c''^, t^'r 



on remplacera dans la formule (6) relative a I'integrale 
double 



V par I Vc?2; 
el 



ds r'^'^v^ /^\. <^2 

•7- Pa»' / T- "^^ -^ 1^ -J- '^ 
ax J dy. I dv. 

on fera passer sous le signe integral relatif a z les facleurs 
symboliques ^T" et — , independanls de cette variable, et 



EXPnESSIOMS D^FIINIES. 



on Irouvera 



(7) 



'H:i:i>-'-<'a 



. 21 



V — drdx 

dr. -^ 






12. La loi de la formation des termes successifs est 
deja assez nettement indiqu^e pour qu'on puisse ecrire 
la formule gen^rale suivante : 



d r'* f^n /•'. f ^ 

^J J J ' 1 ''^'- • -^''^^^ 
»/*, t/r, •'», »''i 

p', rr, /«. /v,^^ 

r^ p. /**» /'* ^f 
^11 l'-\jd-.-'^^'^ 



(») 



dx -^ 



-H 



/77"- ■ •/ 

/" r r. . . r 



dx 
\ -r- di, . ,dzdr, 

dy, -^ 



Pour demontrer rigoureusement cette formule, il suf- 
firait de montrer que si elle est vraie pour n — i variables 
x^y^ z^. . . ^ s^ elle Test encore pour n variables x^ y^ 
z, . . . , 5, f, ce qu'on pourrait faire en suivant la meme 
marche que dans le cas des expressions definies par sub- 
stitution . 
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Interpretee en langage ordinaire, cette forsouule foarnit 
la rigle suivante : 

Pourobtenir la derivee (tune integrale multiple quel- 
conque relative A un parametre x qui entre non-seule- 
ment dans Uifonction V, mais aussi dans les limites des 
integrations^ il faut: i^ prendre en dedans des signes 
d integration la derii^ee de lafonction \ par rapport a x; 
2p ajouter au premier terme ainsi obtenu un nombre de 
termes egal h celui des variables^ et dont chacun se de- 
duit de Vintegrale proposee en changeant tour h tour le 
signe d^integration relatif a chaque ^variable en signe 
de substitution double correspondant et remplacant en 
m^me temps la differentielle de la variable par sa deri^ 
i^ee rplatiue au parametre dont il s'agit, 

4 3 . Trotsieme CAS . — Expressions definies mixtes . — 
Pour simplifier le langage, nous distinguerons les va- 
riables principales qui entrent dans une expression defi- 
nie niixle, en deux cat<5gories : nous appellerons variables 
de substitution celles qui sont Pobjet de substitutions ou 
par rapport auxquelles on substitue, et variables d^inte- 
gration celles par rapport auxquelles on integre. 

On trouvera dans tons les cas la derivee d'une expres- 
sion definie mixle, en appliquant convenablement et tour 
a tour lesformules (4) et { 8 ) . Prenons , par cxemple, 
pour point de depart la formule relative aux integrales 
simples 



remplacons V par / V, et par consequent 



d\ 
dv. 
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el f aisons passer sous le signe de substitution relatif a ;^ le 

dx , 

facteur — ? ce qui est perniis, puisque ce facteur est in- 

dependant de la variable j^ 5 il viendra 



t/ar, fr, */r, h\ 



\dY. dy dr. 



rf 



f'« 1^* dx 
V 
dv. 



£ 



Si dans cette nouvelle equation on retuplace V par 
Ydz, et par consequent 



*' dz 
y 

d% 



d\ f^* d\ ^ n 

-par J -dz+^ 

r*' d\ . ^ l\ dz 



— 
dy 

et qu'on fasse passer les facteurs ^ et ~- sous les signes 

de substitution ou d'integration relatifs a la nouvelle va- 
riable z , qui n'entre point dans ces facteurs , on trouvera 
de m^me : 



Ix. (r, Jz, 






Par un procede tout a fait identique on etablirait sue- 
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cessivement les formules suivantes : 



d 
di 



d 
d 



r V = r (^ — — \ 






Vdy 



'^i 'Xi '^1 ^ ' 

44. U est aise de voir qu'une suite d'operations sem- 
blables, convenablemeiit choisies et executees, conduirait 
a la derivee d'une expression definie quelconque. Partant 
d'abord d'une expression qui ne renferme qu'une va- 
riable principale, on passerait successivement au cas 
de deux, trois variables, elc, en mettant toujours a la 
place de la fonction V une nouvelle expression definie. 
Or, si Ton applique cette marche a un uombre sufSsant 
d' examples, et qu'on examine attentivement les valeurs 
finales des derivees obtenues, on ne tarde pas a entrevoir 
la loi de formation des termes dont elles se composent, et 
a decouvrir la regie generalc de derivation, qu'on peut 
enoucer comme il suit : 

Regle g6w]&rale. — Pour obtenir la derivfee relative 
a y. d*une exprt^ssion definie^ resultant d'un nombre 
quelconque de substitutions ou d' integrations h operer 
sur une fonction V, il faut : i^ prendre en dedans des 
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signes de substitution tit d* integration la deriuee totals 
de la fonction V par rapport hy.'^iP ajouter au premier 
terme ainsi obtenu un nombre de termes egal a celui des 
integrations , et dont chacun se deduit de F expression 
definie donnee^ en changeant tour ii tour le signe d'in^ 
legration relatif a une ^variable en signe de substitution 
double correspondanty et rewplacant en m^me temps la 
diffcrentielle de cette variable par sa derii^ee totale rela- 
tii^e a X, Quant a la derivee totale soit de V, soit de 
on,,y^ ^, ..., que doit renfermer un terme quelconque^ 
elle sera formee^ comme si chacune des "variables de 
substitution qui entrent dans ce terme^ etait fonction de 
toutes celles qui la precedent, et de x, 

15. II n'est pas difficile de prouver que si cetie regie 
est vraie pour n — i variables, elle le sera encore pour n 
variables. Admettons, en effet, qu'elle est vraie pour une 
expression definie renfermant les variables principales 
a:, /, ^5. . ., 5, et examinons d'abord ce qui arrive, si 

Ton remplace V par/ V dans la derivee de cette expres- 

''1 

sion. Le signe / prend place dans tons les termes a la 



signe / pr 



suite des autres signes de substitution et d'integration, et 
tous ces termes conserventleur forme, aTexceplion du pre- 
mier, lequel d'apris la r^gle generale devait renfermer la 
derivee totale de V relative a x, formee comme si chacune 
des variables de substitution etait fonction de toutes celles 
qui la precedent et de x, et qui, actuellement, renferme la 

derivee totale de / V prise dans la meme hypothese. Mais 

si Ton devcloppe cette nouvelle derivee totale, on retrou- 
vera encore, sous le signe de substitution relatif a t^ la 
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derivee totale de V, prise cetle fois, ainsi que cela doit 
^tre, sous la condition que la relation de d^pendance 
retrograde entre les variables de substitution s'etend a la 
variable t. La derivee de la nouvelle expression definie a 
n variables, du moins lorsque la n**"" variable est affectee 
d'un signe de substitution, rentre done tout a fait dans la 
regie generate. 

II en sera de m6me, si cette nouvelle variable est affec- 
tee d'inlegration. En effet, si nous reinpla9ons V par 



'. 



i y dt dans la derivee de Texpression definie an — i 

variables, le signe I s'introduit dans chaque terme a la 

suite des autres signes de substitution et d'integration, et 
tons les lermes conservent leur forme, a I'exception du pre- 

mier, dans lequel la derivee totale de | ^ dt doitrem- 

placer celle de V. Mais, en effectuant les calculs, on re- 
connaitra que ce premier terme se parlage en deux autres, 
renfermant Tun la derivee totale de V affectee du signe 

integral i , I'autre le produit de V par la derivee totale 
de ?, affecte du signe de substitution/ 5 et ce resultat 



itution/ 5 



est parfaitement confornie a la rigle generale. II est done 
bien prouve que, vraie pour n — i variables, cette regie 
Test encore pour n variables 5 or elle est vraie evidem- 
ment dans le cas d'une seule variable 5 done elle le sera 
quel que soit le nombre des variables. 

Nous avons suppose jusqu'ici que I'expression a diffe- 
renlier ne contenait que des signes de substitution double ; 
mais on pouirait evidemment les remplacer tous, ou en 
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partie, par des signes de substitution simple^ sans avoir 
Heo a changer a la seriedes raisonnenients qui precedent. 
La regie ^tablie condaira done egalement a la derivee des 
fonctions definies renfermaut des substitutions simples. 
16. II ne sera pas inutile d'indiquer en peu de mots 
comment en pent arriver plus directement a la r^le ge- 
nerale que nous venons d'etablir. S'il s'agit de differen- 
tier une expression d^finie mixte, ne renfermant que des 
substitutions simples, on pourra lui dbnner d^abord la 
forme d'une integrate definie (n° 6), et appliquer ensuite 
la r^gle de la difi^^rentiation des integrates, ou la for- 
mule (8). Supposons, pour fixer les idees, qu'il s'agisse 
de differentier Texpression 



=/T/T 



Vdedj. 



D'apres le n° 6, il est permis de supprimer les signes 
de substitution et d'ecrire simplement 






ydtdy. 



pourvu qu'on ait fait prealablement .r = jc, et .2 = z^ 
dans celles des fonctions V, «i, fj, /i , j's, ou eutrent 
les variables x etz. On aura done, toujours en admetiant 
cette m^me hypoth^se, en vertu de la formule (8), 



dS 

7u 



cm 



+1 I v|^]rf^ 



pourvu que, dans la formation desderivees lotales I -r— U 
— U I — h on tienne comptedes substitutions sous-en- 



a8 CALCUL DES VARIATIONS. 

tendues. Or, puisque les variables x et z, devenues Xi et z , , 
entrent dans la fonclion V et dans les limites <i, t^, repre- 
sentees toutes deux par la leltre t dans la derivee symbo- 

lique I T— n et que la premiere des deux variables entre 

seule dans les limites j^j et^i, representees toutes deux 

par la lettre j dans la derivee symbolique I ^ n les va- 

leurs effectives de ces trois derivees seront : 

L^xJ / / \l^'^'d^di'^~d^\d'7^'^did^)y 

L^*J / / \d* da: d-K dz\d7L dxdxj] 



dy dx\ 
dx duLJ 

Si Ton introduit ces valeurs dans la derivee -p- et qu'oa 

ax 

retablisse les signes de substitution, on obtiendra defini- 
tivement 



dyL 



* r-^'T' r'M^V dV dx d^ld^ ^^l^\dd' 
Jr I Jt \ ^^' dx dv, dz \^x dx d-x. j ) 

Jr 'It (^'^ fixdy. dz\dY, dx dv, J ] 



X 



\aiK. ax dy. j 



Comme les expressions definies qui renferment des sub- 
stitutions doubles, se partagent en plusieurs expressions 
ne renfermant que des substitutions simples, et dontcha- 
cune donne une derivee exactement de m^me forme, sauf 
les limites differentes accolees aux signes de substitution, 
la for mule precedente subsisterait encore si Ton changeait 
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les substitutions simples / , / , en substitutions doubles 



/'■•/'■• 



Pour peu qu'on reflechisse a la marche suivie dans cet 
exemple, on est bientot convaincu quelle conduira a 
la derivee d'une expression definie quelconque, renfer- 
mantavec les integrations soit des substitutions simples, 
soit des substitutions doubles *, qu'il suffira pour cela de 
prendre la derivee de I'expression definie, comme si 
e'etait une integrale definie, en negligeant les signes de 
substitution, pourvu que dans la formation des derivees 
soit de V, soitde ^, 5, . . . , on tienne compte des substitu- 
tions sous-en tendues, en ce sens qu'on traite chacune des 
variables auxquelles se rapportent ces substitutions, 
comme une fonction de toutes celles qui la precMent et 
de X ; dans le resultat ainsi obtenu on retablira ensuite 
les signes de substitution a leur place primitive. 

On reconnait sans peine que cette marcbe a suivre est 
precisement celle qui resulte de la r^gle g^nerale deja 
formulee. 

17. Nous allons montrer par quelques exemples com- 
bien son application est facile. Veut-on, par exemple, 
la derivee par rapport a y. de I'expression 






ydidy, 



on prendra d'abord la derivee totale de V, en conservaut 
les signes \ff\ on ajoutera a ce premier terme deux 
autres termes que Ton deduira de Texpression proposee 
en rempla9ant tour a tour chaque differentielle dzy dy par 
la derivee totale de z ou de j^ relative a /., et changeant en 
m^me temps Tintegration relative a s ou;^ en substitu- 
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tion double correspondante. On aura done 

Comine dans la formation des derivees totales, entourees 
des accolades [ ], il faut toujours regarder chacune des 
variables de substitution comme une fonction de toutes 
celles qui la precedent et de x, les valeurs de ces derivees 
sprout : 

r^Vn _dW dy dx 
Y^dr, J dr. dx dy. 

[>/« 1 dz dz 

L<5?xJ dy. dx 

Ijdyj dx dx dy. 

On arrive ainsi au resultat suivant, cpi'on aurait pu de- 
duire immediatement die la r^le generale : 



dx 
di 



J J ^ 



tJ I ' '^'^^'^y 






<r, 'z 



A la verite ce n'est la qu'une formule abreg^e et sym- 
boliquej mais il sufEt de decomposer les substitutions 
doubles en substitutions simples (orrespondantes, et de 
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remplacer les derivees symboliques des variables x^y^ z^ 
par les derivees reelles des limites Xu -^a, Ji, J2, ^i, ^2, 
qu'elles representent, pour amver a la valeur definitive 
de la derivee cherchee : , 



ydzdy 
d' - ' - 



-/ i. i, U^^^)'^"' 



y.rfZ, 



dzi dxi\ 
d.x dr, J 



dz\ dx-i 



^1" [■ £Ht; ^t^y 



dy, dx^ ^^ 
dx dr. 



■^\dz 
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Considerons encore lexpressioii d^finie 



fix 



\dz. 



ailectee a la fois de signes de substitution simple el 
double •, sa derivee relative a 3t aura pour valeur symbo- 
lique 

dr. I I J {^"^ dx dy. dy \dY. dx dv. J ^ 



dy dy dx\\ 
dr. dx dr.] ) 



>• 



I Ijr^ 4^ 1 dr dx dr dy 

Le premier terme renferme la derivee totale de V prise 
en regardant chacune des trois variables x, x^y comme 
fonction de celles qui la pr^cident, tandis que pour la 
derivee totale de z, conlenue dans le second terme, cette 
dependance retrograde s'etend aux quatre variables 

Cette equation symbolique deviendra une equation 
reelle lorsque, apres avoir decompose les substitutions 
doubles en substitutions simples, on aura remplace les 
derivees symboliques des variables x ^ j^ z par les deri- 
vees reelles qu'elles representent , ainsi que nous I'avons 
lait dans le premier exemple. 

Ces deux exemplcs suffisent a ecJairer Tapplication 
de la regie generale du n° 14, et a montrer combien les 
formules se simplifient par Temploi des notations ad- 
mises. 

18. Integrations par parties des expressions defi- 
nies, — II arrive souvent qu'une expression definie ren - 
ferme enfacteur sous les signes de substitution et d'inte- 
gration la derivee co d'une fonction inconnue prise par 
rapport a Tune des variables d'integration, et qu'il faille 
la transformer de telle sorte que cette meme fonction ne 
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soil plus diiferentiee que par rapport aux variables de 
substitution. Afin de mieux expliquer comment on doit 
s'y prendre pour ejBFectuer cette transformation, conside- 
rons Texpression definie mixte 






renfermant la derivee de w relative a la variable A'ln- 
tdgration x. Si Ton diff^rentie par rapport a x^ consideree 
comme param^tre variable, I'expression 



/ J 



(o .dzj 



c'est-a-dire ce qui dans F expression donnee est affecte d'in- 

dx 



tegration relative a i*, mais ou o) prend la place de -7-9 on 



aura, en vertu dela-rfegle generale du n^ 14, 

• 

Les derivees totales , entourees d'accolades , devant 6tre 
form^es, la premiere comme si des deux variables a: , y^ la 
seconde comme si des trois variables a;, y^ z, chacune 
etait fonclion de celle ou de toutes celles qui la pr^c^dent, 
auront pour valeurs effectives 

= 1 ^ = R 1^ w -f ^ , 

dx ^ dx dy dx dx dx dy dx 

[dz~\ dz dz dy 
dx\ dx dy dx 

Si Ton introduit ces yaleurs dans Tequation prec^- 
dente, et qu'on integjre ensuite les deux membres entre 
les limites .ri et x, , apres les avoir multiplies par cJr, on 
IV. • 3 
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obtiendra 



/ / J """''^J / J "^ 



at 






et en iransposaDt 



^z 



-r/:7:-(t-ji; 



rfx 



Rw dy\ 



(Izdx, 



dy dx) 

Cetle nouvelle equation realise la transformation cher- 
cWe, puisque son premier membre estprecisement 1' ex- 
pression donuee, et que dans le terme du second membre 
ou entre encore la derivee de w,cette derivee est prise par 
rapport a y^ qui dans ce lerme est une variable de sub- 
stitution. 

Prenons pour second exemple Fexpression 

En differentiant par rapport a y. Tinlegrale I Kondz. 



nous aurons 

" dz 
dy 






Multipliant par r/> , integrant entre les limilesyj et jj, 
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et transposant, il vieiU 

« 

/ K^dzdjr== / K^dz—l / Rw4^r/r 






dztiy. 



et ce sera la traxisformation cherchee, quand on aura 
iiltrodnit datis les dcti* ntembres le signe dc substitu- 

/ 

iioni . 

19. Celte mfeme raarche qui conduit au but dans lous 
les cas, se iraduit dans la r^gle suivanle : 

Lorquune expression definic contient en facteur la 
derii^ee d'une fonction w relatwe a une variable d'in- 
tegration.Xj pour la ramencr a une forme oil les deris^ees 
de 00 soient ioutes relativ^es a des variables de subsiitu^ 
tion^ \^ dijferentiez par rapport h x T expression entierc 
soumise h V integration relative a cette variable, apres 

y avoir remplnce — par w \ 2° integrez le resultat par 

cue 

rapport a x entre les limites Xt et or,. L' equation a 
laquelle vous parviendrez ainsi, donrwrd^pnr une simple 
transposition des ternies^ la transformation cherchee. 

En effet, la differentiation relative a x^ preiniei* 
temps de Toperation, donne une equation dans laquelle 
tous les termes contiennent, sous les signes f et /, 
w en facteur, a Texception du premier terme du second 
membre, qui renferme la derivee totale relative a «rd'un 
certain produit Rco; or cette derivee totale dcveloppee 

»e c^oiiipo^ra iT^ttt pteiniep tciifnfr R — et d'une d^rte dc 

termes ne renfermant plus que des derivees de w relatives 
aiix variables dc substitution. Ij'integration relative a x 

3. 
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entre les limites Xi et x^y second temps de Toperation, 

» 

ramenera le terme en R -j- a rexpression definie doh- 

nee, en laissant dans tons les autres termes des derivees 
uniquement relatives aux variables de substitution ; done 
une simple transposition des termes donnera d^finitive- 
ment la tPansformadon cberchee. 

20. Comme application particuli^re, mais tres-impor- 
tante de cette rigle, proposons-nous de transformer I'in- 
tegrale multiple 

de telle sorte que la fonction- on n'y soit plus differentiee 
par rapport a une variable d'int^gralion. La derivee rela- 
tive a a: de Texpression ff. . .R«t>. . .dzdy^ est en vertu 
de la formule(8), p. ai, 






'y, ^z 



-}- 1 I • • • R w — • • • dz 
Hll / ...R«_...rfy 



Integrant les deux membres par rapport a x entre les 
limites Xi et x^, apres les avoir multiplies par dx^ et 
transposant, on obtient la formule de transformation ge- 
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nerale des integrales multiples : 
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(9) 



^, r.J, ^. ^^ 

t/J^i t/r, «^ir, 

= / i I • ' - Rw. . .rfzfl(x . 



I If •••R.W-7-*'* <iyrfwC 



r^ r* r^ dR • ^ 

— I I I • • • •— • w .• . . dzajrd.v . 

*^^i */r, «Aj 

Ces transformations sonl ce qu'on pourrait appeler 
Vintegration par parties des expressions dejinies, en rai- 
son de Tanalogie qu'elles ont avec le proced^ connu sous 
ce nom dans la theorie des integrales simples, procede 
qui n'est au fond qu'un cas tres-particulier des transfor- 
mations dont il vient d'^tfe question. 

21. Nous croyons utile, en terminaht cette lecbn, de 
reunir dans un m^me tableau les fo^mules de reduction, 
au moyen de Tintegration par parties, de toutes les ex- 
pressions definies qui renforment au plus trois variables 
principales. Pour simplifier, nous degageons de leurs li- 
mites les signes d'integration et de substitution tou jours 
doubles \ mais chacun les r^tablira sans peine, en se rap- 
pel ant que les limites qui doivenl affecter un quelconque 
de ces signes sont celles de la variable qui lui correspond 
dans Fordre des lettresy c'est-a-dire de la premiire va- 
riable pour le premier signe, de la seconde variable pour 
le second, etc. 
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(a). Expression definie relittwe a la ^variable x : 

I R -7— </.r = I R w — I -^ GJ rtx. 

(b). Expressions definies relativ^es aux variables tx^y: 



1 ^1 w + R —\djc^ 

•dx dy dxj dy dx^ 



(c). Expressions definies relatives aux vwiables a:, 

y, z: 

MHth 



J I l\dx dy dx dz \dx dy dxj j 

CI It \^^ ^y ''" ( ^^ ^^ ^y\ } J 



T///t( 



^R aKdz\ «^w^3) , , 

dx dz dx dz dx^ 
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EXPREssiojys D^FiniEs. 39 

(d). Expression dcfinie relatiife h la variable y : 

( e ) . ^Expressions definies relatives aux variables y^z: 
CL"^"^ f /L r/i/^*^ d^dz\ ^d»dz\^ 

I 

(f). Expression dejinie relatii^e a la variable z : 
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TROISIEME LEQON. 



Definition de la variation d'une fonction. — Variation d'une fonction 
composee. — Variation d'une integrals multiple. — Transformation de 
la variation d'une integrate multiple. — Formute de M. Ostrogradsky. 
— Variation d'une expressioii d^fini6 quelconque. 



22. Dans le calcul des variations, on considire cer- 
taines fonctions inconnues comme variables de forme, de 
sorte qu'elles puissent passer sncc6ssivenient d'une valeur 
a une autre^ sans que les variables x, ^, z, . . . dont elles 
dependent, cbangent elles-m^mes de valeur. 11 faut 
d'ailleurs que ce passage d'une forme a une autre, qu'on 
pourrait appeler deformation , se fasse d'une maniire 
continue, et qu'on puisse, en parlant d'une fonction don- 
nee, arriver a une autre fonction quelconque. 

Pour r^aliser d'une mani^e nelte et precise un sem- 
blable changement de forme , le mieux est d'introduire 
une nouvelle variable independantq x , que nous appe- 
lons parametre, a fin de la distinguer des variables 
j:, ft ^t" • • 9 ?^i conservent le nom de "variables princi- 
pales. On regarde alors la fonction proposee u qui- doit 
changer de forme, cpmme une valeur particuliere d'une 
fonction plus generate U, laquelle, en plus des variables 
principales x^ j^ ^9« • • » renferme le paramitre indeter- 
mine x, de sorte qu'elle se reduise a u pour une certaine 
valeur z© de x , et qu'elle puisse en outre representer une 
infinite d'autres fonctions de x, j^, ^, . . . , suivant les diffe- 
rentes valeurs qu'on attribue successivement au parame- 
tre X. Consideree dans toute sa g^neralite, cette fonction 
pent done 6tre differentiee par rapport a x ; et les valeurs 
que prennent, lorsqu'on y fait x = Xq , les derivees par- 
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tielies 

dXJ cPU ^U 



y ^— . J ■ 9 • • • y 



servent a caracteriser le changement continu de forme de • 
la fonctioa u ; nous les appellerons variations de u du 
premier, du second, du troisieme ordre, etc., ou sim- 
plement premiere , seconder troisieme j etc., variation 
de M, et nous les designerons respeclivemenl par 

Ainsi du, ou la variation du premier ordre de la fonction 
11, est precisement la valeur qu^ prend pour x = Xo la 

JTT 

derivee partielle-r- ; de m^me la variation du second ordre 

ax 

J'm est la valeur de la derivee -^ — pour x = x©, et ainsi 

ax* ^ 

des autres. Ces variations doivent ^tre regardees comme 
de nouvelles fonctions, entierement arbitraires, des va- 
riables X, y, z,. , ,, toutes les fois que le cbangement de 
forme de la fonction u n'est' assujetti , par la nature du 
probleme, a aucune restriction particuli^re. En effet, on 
pent toujours assigner a U une forme telle, que ses de- 
rivees partielles relatives a x , jusqu'a un ordre quelcon- 
que «, prennent pour x = x© telles valeurs qu'on voudra. 
II suffit pour eel a de definir U par Fequation suivante : 

. U = " H ; <P [^y yy 2,. ..} H — ; — X (^^/> z,...) + . . . 

(x — • X V* 

dans laquelle F(x, x, j^, z, . . .) est cboisie de maniere 
a s'evanouir pour x = Xo, et (p, j^, . . .,c|/ sont des fonctions 
quelconques. Nous admettons toutefois que ces dernieres 
fonctions, et par suite les variations de u des differents 
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ordres, restent finies et continues entre les limites des 
variables que Ton considfere. 

23. La fonction u venant a thanger de forme, ses de- 
* rjvees prises par rapport aux variables x^ j^ z , . . . de- 

viennent de nouvelles fonction s , susceptibles a leur tour 
de changer de formes, et qu'on pent identifier avec les 
valeurs particuliires que prennent pour x = Xo les deri- 
vees correspondantes de la fonction plus geh^rale U. On 
trouvera done la variation d'uue derivee quelconque de 
M, en diff^ren ti ant par rapport. a X la derivee correspon- 
dante de U, et faisant ensuite x = Xq. Or, comme toutes 
les variables x, x\ y^ z,... sont independantcs entre 
elles , le rang dans lequel on effectue les differentiations 
. successives reste arbitraire 5 il en resulte qu'oa ^ut 
interveriir a volonte I'ordre des operations indiquees 
par les caracteristiques d el d ^ de sorte qu'on a, par 
exemple , 

dx dx dy dy d.rdy djcdy 

et, en general, 

$n _ 

dxf dyt dz'' . . . dxP dfl dz^ , . . 

24. Considerons maintenant une fonction composee V 
qui reriferme, d'une maniere connue, plusieurs fonctions 
M, V, IV, ... , avec leurs derivees successives, el conce- 
vons que ces dernieres fonctions contiennent loules uu 
meme paramelre arbitraire x, de maniere qu'elles chan- 
gent de forme lorsque ce paramelre change de valeur. 
Cela pose, V contiendra implicilement ce meme para- 
metre X, ou sera fonction de x, et Ton trouvera sa varia- 
tion en prenant sa derivee partielle par rapport a x , 
d'apres la regie ordinaire de la differentiation des 
fonctions romposees et faisant ensuile z = Xq, ce qui re- 
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vient a remplacer les d^rivees -— 1 ---?••• par les varia- 
* an a7i ^ 

lions duy dify.,,, Supposons, pour fixer les id^s, que V 

contienne seulemeat deux variables principales x^y^ et 

deux fonctions ii , (^ de C98 variables aveo leurs derivees 

succe^siyes^ designous respectivement par L, M, N, P, Q, 

• R, S, T, : . . , N', F, Q', R', S', r, les derivees partielles 

J « , . , du du d^ u fi^ u d^ u dv 

de V relatives a x, y, u, — , —, -— , j-—, -— , • • 5 -7-» 

*^ ax ay ax^ axay ay^ ax 

dv d^v d^v d^v , * ., -.^, . „ 

-J"* -J~;^ T-7-' TTT' • • ' de mamere que sa diilerenuelle 

ay ax^- dxay dy^ * 

• totals soit 

dSrz^ludx-^^dy 

ajc dy dx* dxdy dy^ 

-H N'^p H- P' J ■-- -4- Q'd-y H- R'rf-T-, -H S'^-r-r + TV—- + . . . 

dx dy dx^ dxdy dy^ 

la variation de V du premier ordre sera evidemment 

# 

fl^r dy dx^ dxdy dy^ 

* 

ou bien , en transposant les sigues d et 3 , 

(JV=: 

«^^" ^^^<* ^^^^« ,,d^Su r^dHu 

]S5«-hP-— --hQ HR-r^-hS— — -f-T--— — h... 

ao: aj ox' ajco)^ dy^ 

dSv ,dSv ^.d'Sv ^, d'Sf ^,d'Su 

rt.t: ^ dy dx- dxdy dy 
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En prenaut les derivees successives, ou irouverait sans 
difficulte les variations des ordres superieurs^ il est done 
inutile de s*y arr^ter. 

25. Considerons encore Tint^grale definie 



I I . . .V. . .dzdjrdx 



dans laquelle les timites de chacune des variables 
.r , y 5 -z , . . . sont des fonctions des variables qui la pr^- 
cedent, dans laquelle, en outre, ces limites, ainsi que les * 
fonctions inconnues ii, i', w,..,, renfermees dans I'ex- 
pression V, se d^forment avec les valeurs du paramitre x, 
en donnant naissance aux variations 

L'integrale proposee etant elle-mfeme fonction de ce p'a- 
ramfetre, pour obtenir sa variation, ou deriv^e par rap- 
port a 3t, il suffira de remplacer dans la formule (8), 
p. 21, les derivees relatives a % par des variations cor- 
respondantes. Pour abreger^ et par une convention ana- 
logue a celle du n** 7, nous ferons usage, en les faisant 
preceder d'un signe de substitution, des symboles 

qui en eux-m^mes ne signifient rien, puisque les varia- 
bles principales x, )^, ^, . . . , « sont independantes de x, 
pour designer les variations des limites inf^rieures ou 
superieures des variables de m^me nom^en d'autres ter- 
mes, dx^ cJy, (J^, • . . , sont des fonctions quelconques, la 
premiere de x, la seconde de jt, y, la troisieme de 
a:, y^ z, etc., assujetties a la seule condition que leurs 
valeurs limites coincident avec les variations des limites 
des variables principales. Cette convention ou definition 
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admise, on aura 

/*. I*, i^» ir, 

et aussi, par exemple, 

en faisant remarquer que la signification d'une variation 
symbolique dx, eomme celle d*une deriv^e symbolique 

dx 

— 9 est suffisamment determinee par le signe de substitu- 
tion qui precede, alors m^me qu'il en serait separe par 
d^autres signes de substitution ou dHntegration, ou par 
un facteur quelconque. 

Cela pose, la variation d'une integrale multiple sera 
donnee par la formula 



I I I • • / y»dt.,.dzdxiix 
I I j ... I ey.dt. ..dzdfdj 

• r^x /»N /»^5 /'» 

-hi I I "I y^f'"dzdydx 
Jx^ Jxi t/«, '^ 



(') 



\ 






z,dt ,., dydx 



.dt, . .£^Z^X 



\8x,dt..,dtdx. 



26. Cette formule se simplifie considerablement dans 
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certains cas que Ton rencontre tivfcs-souvent dans les ap-^ 
plications. Supposons d'abord que les valeursj^j el;^t A&y 
correspondantes aux valeurs li mites de x deviennent 
egales entre elles, de sorte qu'on ait 

le dernier terme de la formula sera identiquement nul 
et disparaitra, parce que, dans le sens jiesj^, son champ 
est nul. En effet, si Ton fait, pour abreger, 

ce terme prendra (n°6) la forme 

eb les deux termes de cette transformee s'evanouissent 
evidemment, parce que dans I'liypo these de y\ = j'j ? 
y'j =y'^, les deux limites de la derniere integration soot 
les memes. Ce cas se presente en particulier lorsque Tin- 
tegrale estlimitee dans le sens des variables x^ y par une 
courbfe fermee et continue. L'ordbnneey etant, en effet, 
necessairement tangente a la courbe dans les deux points 
correspondants aux valeurs extremes de Tatscisse a:, les 
deux limitesj^i et y^ dey en ces points sont identiques et 
se confondent. 

De m^me, si les valeurs de Zi et z^ deviennent egales 
entre elles pour y =yi etj" =/?, Favant-dernier termo 
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de la formula ( i ) se reduira a zero, parce que, en vertii 
des egalites 

ft 

son champ est nul dans le sens de z, Cest ce qui a lieu 
lorsque Tintegrale est Iimilee dans Tespace, on suivant 
les irois variables x^ y^ z, par une surface continue. Car 
de m^me que I'ordonnee y devient tangente a la courbe 
limile, comprise dans le plan xy^ aux points determines 
par les vfileurs extremes de t, I'ordonnee z devient tan- 
gente k la surface aux points qui correspondent aux va- 
leurs limites dcj^^ et cette circonstance fait disparaitre a 
la fojs les deux derniers lermes de la formule ( i ) . 

Enfin, si cette condition d'egalit^ on dc coincidence 
^es deux limites d'une variable, correspondantcs aux va- 
leurs extremes de la variable qui pr^cide immediate- 
nient, s'^tend a toutes les variables principales x^ y^ 
z^. . .^ Sy t, c'est-a-dire si Ton a j^j =/t pour x ^rtx^^ et 
x = T25 <Zi = if, pour j^=j, etj^.= jj, etc., et enfin 
tj = tt pour s sssSi et J = 5s , tons les termes, k Texoep- 
.lion des deux premiers, disparaitront de la formule ( i ), 
et I'on aura simplement 

n^t /»r, /»«, /•', 

Jx^ Jy, Jt, Ji, 

I I I ••• / ^Y,dt,,.dzdydx: 

/•A, /»rj /»2, I', 

+ 1 I / •••/ y^t-'^dzdydx. 

Jar, «/r, *^z^ U, 

C'est ce qui arrive en particulier lorsque I'integrale 
multiple s'etend a toutes les valeurs de x, ^^ ^, . . . , f qui 
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yerifient l*inegalite 

L<o, 

m 

L etant unc fonctioa alg^brique entiire ^et de degre pair 
relativement a toutes les variables. Dans ce cas, ea effet, 
les valeurs extremes des variables ou les limites des inte- 
grations successives se determinent de la maniere sui- 
vante : 

1^ La premiere integration relative a ^ doit s^etendre 
a toutes les valeurs de cette variable qui, pour un systeme 
quelconque de valeurs de a:, yy -z? • • • > s^ satisfont a 
I'inegalite L <] o. Or comme L, fonction finie et continue 
de la variable t, ne pent cesser d'etre plus petite que zero, 
sans devenir egale a zero, les valeurs extremes de t doi- 
vent evidemment verifier Tequation L= o, qui donnera 
ainsi les limites ti et r, exprimees en fonctions des va-^ 
riables x, y^ ^> • • • 9 ^9 ces premieres variables restant 
encore indeterminees, et les integrations suivantes devant 
s'etendre a tons les syst&mes de valeurs qu'on pent leur 
assigner sans que les limites de f, tirees de Tequation 
L == o, cessent d'etre reelles. Mais comme ces deux li- 
mites, racines d'une. m6me equation algebrique, ne peu^. 
vent ^videmment passer du r^el a Timaginaire sans de- 
veqir egales entre elles, il en resulte deja qu'ou aura 
t^ =p tt toutes l6s fois que Tune quelconque des variables . 
precedentes j:,.j^, i?,. . ., s atteindra sa valeur limite. 
C'est au reste ce que nous allons constater directement 
poiir la variable s. 

tP La seconde integration relative a s doit s'etendre a 
toutes les valeurs de s qui, pour un systeme quelconque 
de valeurs des variables pr^cedentes a:, j^, -z, . . . , ve- 
rifient Tequation L = o'; les valeurs limites 5^ et 5s seront 
done la plus petite et la plus grande des valeurs que la 
variable s peul recevoir dans cetle equation, lorsqu^on y 
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fait varier sUnultanement s et t. Pour trouver ce mini- 
mum ou ce ifraximum, il faut, commc on le sait, difie- 
reniier Tequation L = o relativemenl aux variables s et t^ 

el laire ensuile -7- = o, ce qui eiitrainera — = 0, equa- 
tion qui, jointe a la precedenle L = o, determinera les 
valeurs limites 5i et^s en fonctions de x, j^, 2, . . ., /•, 
pourvu qu'an ait d'abord elimin^ t entre ces deux Equa- 
tions. Or la valeur de t qui verifie a la fois les deux 
equations 

L = o, -^o, 

est necessairement une racine double de la premiere etjua- 
tion L =i= o; il en resulte que cette equation, qui donne 
dans tons les cad les limites de /, donne dans ce cas psirti- 
culier ou lorsque 5 atteint ses valeurs extremes ^1, ^j, 
sous forme de racine double, deux valeurs egales fj=:^,, 
ainsi que nous Tavions prevu. 

Soit L'= o, I'equation resultant de Feliminalion de t 

entre les equations L = o et — = o, et qui doit fournir 

les limites de s exprimees en fonctions des variables pre- 
cedentes Xyjfy z^> , . ^r^ ces variables restant encore inde- 
lerminees et les integrations suivantes devant s'etendre h 
lous les systemes de valeurs qu'on pent leur assigner sans 
que les limites de 5, tirees de Fequation L'=t= o, cessent 
d'etre reelles. Comme ^j, s^ ne peuvent pas passer du reel 
a Timaginaire sans devenir egales entre elles, on en con- 
dura que s^ deviendra egale a j, chaque fois que I'une 
quelconque des variables precedentes atteindra sa valeur 
limite. Cette conclusion sera du reste verifiee en tant qu'il 
s'agit des valeurs extremes de r par les considerations sui- 
vantes. 

3^ Les limites r^ et i\ de r, variable de la troisieme in- 
IV. 4 



5o CALCUL DES VARIATIOKS. 

tegration, sont de meme la plus petite et la plus grande 
des valeurs de cette variable qui satisfassent a Fequation 
L'= o, lorsqu'on y fait varier simultanement r et 5, les 
variables precedentea^ -^5 J*> ^^^ • • ? vestant quelconques^ 
r, et /', seront done determinees par les deux equations 

' -^ = o, 

ou par Tequation L"== o, que I'on obtiendra en elimi- 
nant s, Mais la valeur de s qui verifie a la fois les deux 
equations 

est necessairement une racine double de la premiere 
L'=o; done les valeurs de ^t et 5t, qui correspondent 
aux valeurs extremes de r, sont egales ientre elles. 

En continuant de la m^me maniere, on verra que les 
deux limites d'une variable quelconque se confondentou 
deviennent egales entre elles, chaque fois que Tune quel- 
conque des variables qui precedent, atteint sa valeur ex- 
treme. 

Dans tout ce qui precede nous avons admis implicite- 
ment que chacune des equations L = o, L' = o, L" = o, . . c, 
n' avail qu' une couple de racines reelles ^i^ ^21 ^19 ^s» ''n 
/'s, . . . . S'il en ^tait autrement et qu'il y eut pour 5, par 
exemple, quatre racines reelles s^^s^^s^^s^^ que nous sup- 
poserons rangees par ordre de grandeur, on ferait Tin te- 
gration relative a 5 en deux temps, d'abord de 5^ a jj, puis 
de 5$ a ^4, c'est-a-^dire qu'on partagerait Tintegrale en 
deux autres ; pour chacune de ces dernieres integrales il 
n'y aurait plus que deux valeurs limites de s et Ton prou- 
verait que ces valeurs deviennent egales, lorsque la varia- 
ble precedente r atteint ses valeurs extremes. 

Dans le cas particulier ou le champ de Tintegrale ne 
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doit subir aucune deformation, les limites des variables 
ne devfont plus conlenir x-, leurs variations seront ne- 
cessairement nulles, et la formule (i) se reduira a son 
premier lerme 



V. dt. . .dzdydx 



Jx^ Jy^ Jzi Ji^ 

I I \ *' \ ^y dt.,, dzdydx. 

27. Les variations des integrates multiples doivent 
subir quelquefois des transformations qu'il importe d'in- 
diquer. Lorsque V renferme la derivee d'une fonction 
inconnue m,. sa variation cJV renferme, comme on I'a vu 
(n** 24), la derivee de la variation Su relative aux m^mes 
variables^ il pourra done arriverque, dans le developpe- 
ment de la variation d'une integrale, dii soit differentiee 
par rapport a une ou plusieurs variables dMnt^gration. 
Nous allons montrer comment, par une suite d'integra- 
tions par parties, on pent faire cesser cette anomalie, et 
arriver a des formules dont on puisse se servir immedia- 
tement dans les applications du calcul des variations. 

Soit 



9 = 



do^dy^dz* . . . 

une derivee de u contenue dans Texpression V. cette de- 
rivee amenera dans la variation de V le terme 

'Jb dx^dy^d'TT. . .' 

et dans la variation de Tintegrale multiple (i), p. 45, 
le terme 

dans lequel la derivee de J u est prise par rapport a des 

4. 
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variables d' integration. Pour le transformer, posons 
d'abord 

R ^^^ TZ"* W = -; — ; ; 9 

il deviendra 

/..r, ^j^ ^z, ^^ 

I i i • • • R •— • • • dzdydx, 

Jx^ Jy^ Jzy ^ 

En appliquant le procede d'integration par parties, 
expose n** 19., on developpera cetle integrale en une suite 
de termes dans lesquels les derivees de o) ne seront plus 
prises par rapport h. des variables d'integration. Lorsque 
dans ces termes on remettra.pour &) sa valeur, toutes les 
derivees de du prises par rapport a x, et qui devront su- 
bir une integration relative a cette variable, seront au 
plus de I'ordre / — i, tandis que les derivees de du rela- 
tives 4 y? ^5 • • • 9 sur lesquelles porteront des integrations 
relatives a ces monies variables, seront au plus des ordres 
m, n, . • . . Une seconde transformation semblable abais- 
sera a Fordre / — a les derivees de cJw prises et integrees 
par r.apport a a:, sans elever les ordres m, «, . . . , des de- 
rivees prises et integrees relativement a y^, z, . . . . En 
procedant ainsi pas a pas, en faisant pour les autres varia- 
bles de derivation a la fois et d'integration ce que Ton a 
fait pour a:, en etendant aux derivees des autres varia- 
tions" Jt^, 5iv, . . ., les reductions que Ton a fait subir 
aux derivees de (Ju, on arrivera enfin a I'expression re- 
duiteiet definitive de la variation de Tintegrale proposee. 

28. II sulBra d'un exemple pour montrer Tapplication 
de ces principes. Prenons Fintegrale triple 

/ j J ^ d^^.'^'^'''^ 

%fx^ %/y\ %JZy -^ 

et proposons*nous de la transformer de mani^re que du 
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lie soit plus difii^rentiee et integree par rapport a la meme 
variable. En appliquant les foriuules du n° 21, et effec- 
tuant d'abord la reduction relative k x, on trouve 

^x, ^r, ^, ^3^„ 

i, i. i, "s^s"'^^'^ 






dzdx 



- r r\\ 

X^ t/r, c/^i 



^» r*^ dz d'^u , , 

dydx 

dx dydz 

•^« r^'dKd'Su 
dx dydz 



dzdydx. 



Dans tous les termes, a T exception du second, les de- 
riv^es Aq du sont encore prises et integrees relativement 
a J-, mais une nouvelle transformation donne 






^z 






r^^i'^ dz 

"" 1 ^d^ dz 






■^' /*' dz dSu 



J I dxdydz I I dx 



dz 



. -m 



dK dKdz\dz ,^ d'z )dou , 

-T- + R -7-^ > -T- dr 



dy dz dy I dx dxdr ) dz 

••^' /*' f/3 dz d'Su 



%fy, U, 



dx dy dz^ 
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i:[:r^."'HI 



fix dz 



dz 



^ r^*i*'dKdzd^n 

"Jr. k^d'y^dT'' 






substituant ces valeurs et appliquant de nouveau Tinte- 
gration par parties aux termes qui contiennent encore 
des derivees de ^u prises et integrees relativement a z, 
on trouve definitivement 

dzdydjc 



r r f\ 

Jx^ Jy^ Jz^ 



dxdjrdz 



'*! (r, h^ /a:, (y, Jt, ^^ 

Jx. I, L, '-^ "^ rfx rfr "^ d^ dz j 

Jx /jr. Js \^dz " dz dx dy 



dx 



(dVidz d^dz dKdz dz ^ dH \ d§u 

I 1 1 ^- R ) 

\dx dy dy dx dz dx dy dxdy ] dz 



dxdy dz* ) 



/-^. A^ f^« ,/3R 
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On ne devra pas oublier que les derivees 

dy dz dz d^z 



dx dx dy dxdy 

sont des notations purement symboliques qui represeu- 
tent, soil 

dy^ dzy dZi d^Zt 



soit 



dx dx dy dxdy 



dy^ dz, dz, d^Zi 



dx dx dy dxdy 
selon le signe de substitution qui les ailecte. 

29. La variation d'une integrate multiple, (i) p. 45, 
prend une forme plus simple, lorsqu'on fait usage de cer- 
taines fonctions arbitraires Do:, D)^, D^,..., D/, que 
nous definissons dc la maniere suivante : Dx est une 
fonction de x qui se reduit a dx^ pour xz=i x^^ et a Sx^ 
pour x = Xj; \}y est une fonction de x, j, qui devient 

^Ji -^ ^^^ pour j=ji, et (Jjs-H ^ Do: pour j=j,-, 

Dz est de m^me une fonction de x, y^ z, qui pour z = Zi 

se reduit a 5z|4- -t-^ lix -f- -j^ D/, et pour z =^ z^ k 

dzi -+- —-^DxH- ~ Dr ; et ainsi de suite. A ces reslric- 
dx dy "^ 

tions prfe, les fonctions Da:, Dy, D z, . . . , sont entiere- 

ment arbitraires ('*'). De la definition m^me de ces fonc- 



{*) Ces memes fonctions se presentent a un autre point de vuo comme 
des variations de x^y, z'y c^cst pourquoi nous les avons designees par la 
lettre D. 
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lions il resulle 
Sj^,=.l\r-^£ Dx, Sy, =l\y - £' Dx. 



Introduites dans la formule (i) (n** 25), ces valeurs lui 
font prendre la forme suivanie 



J(*'^i r*yt (*^i 
I i I . . . (JV. . . dzdydx 



'ri -r^'i 



rxr •'('"-£"'-i»-)-*- 



dans laquelle -7-9 -p-j -;-?••• sont des derivees synibo- 
^ ax dx dy "^ 

liques ayant la m^me signification qu'auparavant. Cela 

pose, pour parvenir a la formule plus simple a laquelle 

nous avons fait allusion, il ne reste plus qu'a faire dispa- 

railre les signes de substitution ou ajes remplacor par des 
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signes d'iutegration, ensuivant la luarche que nous allons 
indiquer. On a d'abord generalement 






et, par consequent, 



Mais 



rrr... 

= 1 "^^ f f . . .YDx.. .dzelr 



VDj:. . .dzdjr 



*^r, */^, c/r, Jz, 






ax 



\ I ...VDx- dr 



on aura done, en substituant, 



/ 1 I ...VDj.,.r/;:r/r 
Ix^ Jy^ Jz, 

•/r, Jy^ Jz, 

Jx^ (r, t/z, 
I I / ...V-^Dx.. .dvdx 



V -r- Do: . . . dzdx 
dx 
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et, par suite. 






dx 






Le signe de substitution relatif a x a disparu*, pour faire 
disparaitre de m^me le signe de substitution relatif a j^, 
multiplions les deux membres de I'equation 

— I ... VD/ . . ,dz z=: I ... — ^ ^^ . ^ * dz 

par dydx, et integrons par rapport a j" et x^ entre les 
limites yi,j^t, et Xj, Xj; ilviendra 

I f '"yDj'...dzdx 

o^Xj c/Ti */«, "^ 



/ / / 



-h / II "•y~Bx...dxdx 



Celle valeur substituee dans la variation de I'integrale lui 
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fait prendre la forme 



5 I I / ...v.. ,dzdydx 



f r r f 

t/x, Jjr^ Jt^ 

r'' r^' /*'' /.„ rf(VDx) d(vDY)\ , , , 



3. . .djrdx 



qui ne renferme plus de substitution relative a y, Une 
troisi^me transformation tout a fait semblable fera dispa- 
raitre de m^me le signe de substitution relatif a 4; ; et en 
proc^ant ainsi on obtiendra definitivement 

I I I . . . V . . . dzdfdx = 

formule Irouvee d'abord par M. Ostrogradsky (*). 
Quoique elle presente sous une forme trcs-simple et tres- 
sym^trique la variation complete d'une integrale mul- 
tiple, cette formule a Tinconvenient de renfermer les 
derivees de plusieurs variations prises par rapport aux 
variables d^integration. Avant de Fappliquer, il faudrait 
done faire cesser cet inconvenient a I'aide de Tintegra- 



[*) Dans les Comptes rendus de VAcademie des Sciences^ Paris, i860, t. L, 
p. 85, M. Lindelpefu donne de cette ni6ine formule une demonstration directe 
et tres-simple, fondee siir un changement de variables indcpendantes, 
raais qui par cela memc ne oouvient qu'au cas particulier 011 le champ 
de rintegrale est limite d*une mantcre continue dans Ic sens de toutcs Ics 
variables. 
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tion par parlies (n° 18) ; or si Ton commencait par re- 
duire les derivees de . . . , D^ , Dy, Do:, ce serai t precise- 
ment suivre une marche inverse de celle qui vientde 
conduire a la formule (2), et revei;iir a Tequation (i) 
d'ou Ton est parti. Celle-ci, par consequent, est plus di- 
rectement applicable , el c'est la seule dont nous ferons 
usage desorinais. 

30. La variation d'une expression deGnie quelconque 
S s'obtient exactement de la meme maniere que celle 
d'une integrale definie. Appliquant la regie du n** 14, on 
prendra d'abord la d^rivee de S par rapport a oc, en sup- 
posant ce parametre contenu dans toutes les fonctions va- 
riables de forme, et on donnera au paramfetre x la valeur 
particuliere x^, ce qui revient a remplacer les derivees 
relatives a x par des variations correspondantes. On aura, 
par exemple, en comprenant toujours les valeurs li mites 
des variables parnii les fonctions qui changent de forme 
avec X, 



C''=/:("-£-)' 

Jx, Ir. Jx. Ir 






Ix^ Ijr^ t/r:, 



5; 
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Quand on aura decompose les signes de substitution 
double en signes de substitution simple , on donnera aux 
variations symboliques <?x, 3y^ dz leurs significations 
reelles(Ja?i, d^i, (Jzi, ou (Jxj, cS^j, ^-Zj, conformement aux 
conventions admises. La seconde formule^ par exemple, 
ainsi developpee devient 






.</.r 



H- 






/ WSx.-^l / VrJx,. 

Nous n'avons pas besoin d'ajouter que la variation 
d'une expression definie quelconque se pr^tera a toutes 
les reductions que nous avons fait subir aux variations 
des integrales definies, et que ces reductions s'effectueront 
dans tous les cas suivant la regie deja formulee (n^ 27). 

31 . On trouvera de m^me les variations seconde, troi- 
si^me, etc., d'une integrale ou plus generalement d'une 
expression definie quelconque, en la difierentiant plu- 
sieurs fois de suite par rapport au paranjetre jc, comme 
on Ta indique dans la deuxieme lecon, et Ton amenera 
les variations obtenues a la forme qu'exige leur applica- 
tion immediate, par le procede suiiisamment expliqu^ de 
I'integration par parties. 

Mais il est temps de montrer par quelques exemples, 
choisis parmi ceux qui se presentent le plus souvent, 
comment on procedera dans chaque cas particulier a 
Tapplication des principes generaux que nous avons 
poses etdes regies que nous avons enonc^es. 
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QUATRlfiME LECON. 



Variation d*une integrale simple, double, triple. — Conditions d*integra- 
bilite des expressions difTerentielles a une, deux, trois variables in- 
dependantes. 



32. Probleme I. — Trouwer la variation de V integrate 



dejinie simple 

s = I yd,x 

«/x 

dans laquelle 

y etant unefonction de x ii forme variable, el y'yj'^y • . • > 
ses denuees successis^es , 

En vertu de la formule (i), p. 4^^ on a d'abord 



X. Ix. 



Designons par P, P, , Pg , . . . , P„ les d^rivees parlielles 
de \ relatives a y^ y^y" » • • • > y^^K en sorte que 

^ d\ ^ d\ ^ dW dW 



nous aurons (n° 24) 
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et par suite, en substituant, 

expression qu'il s'agit de transformer de telle sorte que 
les derivees de dy ne soient plus affect^es d'integration. 
En appliquant le proced^ de Fintegration par parties 
(n^^^ 19, 27), on trouve : 
Par une seule reduction 

par deux reductions successives 

etc ; et enfin par n reductions successives 

rf'p, rf"-'Jr _ </'-' p„ \ 



r 



" ^y . c^J?. 



Si Ponsubsiituecesvaleursetqueron fasse, pour abreger, 

^ ' dx dx^ dx^ ^ ' dx"" 

^ dx dx^ ^ dx'*-' 



dV //"—'P 



i-Z-r ' ' dx"~' 



(p„)=p», 
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la variation de Tintegrale deviendra 

II importe de remarquer que cette variation se compose 
de trois parties essentiellement distinctcs les unes des 
autres, a savoir : i° I'integrale 



*/r. 



{V)Sx.dx 



dont la valeur depend de la forme attribuee a la variation 
djr ; 2° I'expression 



n 



(p,,„^(p,^..^.,,p.,^j. 



qui ne depend pas de cette forme en general, mais seule- 
ment des valeurs que dj' el ses d^rivees successives jus- 
qu'a I'ordre 77 — i, inclusivement, prennent aux limites 
de Fintegrale, c'est-a dire pour a: = Xj et a: = oTj ? 3° les 
deux termes 



I Vox, — / V^x., 



qui dependent de la seule variation des limites. 

33. Entre les valeurs limites des variations et les va- 
riations des valeurs limites de j, j\ y"^, . ., il y a cer- 
taines relations tr^s- simples qui permeltent d'exprimer 
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\es unes au moyen des autres. Si Ton prend, eh feffet, la 
variation des expressions definies 

on trouve (n° 30) 

y=:j Vy+y^.*), sj V=/ Vy+y^^^). 



En appelant, pour simplifier, J, yj, »', >?", ... les valeurs 
de x^y^j\ 7^', . . » qui correspondent a Tune des limites 
de Fintegrale, ou a I'une des extremites de la courbe 
plane dont x^ y sont les coordonn^es, on pourra rempla- 
cer ces deux sysiemes d'equations par le systerne unique 



dans lequel le signe / indique la substitution simple 
de la limile de x que Ton considere. II en resulte, en 

transposant et ay ant egard aux identites $y' = — —^ 

IV. 5 



66 CALCXJL DBS VAKIATIONS. 



djr' 



(3) 






Ces relalions font voir que dans le cas ou la valeur limite 
^ de X est invariable, de sorte que Jg = o, les valeurs 

limites correspondantes de ijr^ -^ » ■ , ^ ? . . . . coincident 

avec les variations des valeurs limites yj, u', »/',..., de 
r, j\ y^.... Done, si ces derui^res variations ^taient 
nuUes en m^me temps que J|, pour les deux limites 
de Tintegrale, c'est-a-dire si les valeurs extremes de 
^^J'^y^y^' • • }JK^"~*^ ^^ devaient point varier ou chan- 
ger de forme, les valeurs limites de Jr, -— ^,..., :- 

seralent egalement nulles, et la variation de Tintegrale ( 2 ) 
se reduirait a son premier terme 






34. Si ^dx etait une different! elle exacte, ou, en 
d'autres termes, si V contenait la variable x et les fpnc- 
tions^y^ y ^ y" ^ . . . , y^"*^ de telle roaniire qu'on put ob- 
tenir FintegralcyVJa:, ind^pendamment de toute forme 
pariiculiere assignee a la fonctionj^, cette integrale serait 
elle-m6me une fonction determinee 4e x^ y^ j/, y'^..., 
jr("-*) • prise entre leslimites J^i , Xa , elle ne dependrait done 
quede ces m^mes limites et des valeurs correspondantes 
^^j'i y'f j"^ ' • "> J^^"''*^ ^^ ^^'^ resterait coostante quand 
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m&me on ferait varier arbitrairement la forme de la folic- 
tion y, pourvu que les valeurs limites de ^^^y^y^y^ . . . , 
j(n-i) reMassent invariables; sa variation serail done 
nuUe, quelle que ftit la variation dy. Or, dans le cas ou les 
valeurs limites deo?, yty\y\ • • » ,y^"~"*^ ne varient point, 
on a vu que la variation de Tintegrale se rMuit au seul 
terme 






(P)5j.r/.r; 



ce terme devrait done s'evanouir quel que fiit Sy^ ce qui 
^videmment est impossible, a moins qu^on n'ait identic 
quement (P) = o. Reciproquement, si cette condition est 
remplie, la variation de Tintegrale ne dependra que des 
variations des valeurs limites de x^ y-tj^ ^ • • • ? J'^""*^ \ I'in- 
tegrale definie sera done elle-m^me une fonction d^ter* 
minee de ces limites, c'est-a-dire que Texpression Vrfj: 
pourra s'integrer imm^diatement, quelle que soit la fonc- 
tion y. Pour que Vc?x soit une differentielle exacte, il 
faut done et il suffit que I'equation (P) = o, ou 



= o 



djc dx'^ dx" 



y 



soit identique, quclque forme qu'on assigne a la fonc- 
tion y. 

Le calcul des variations conduit ainsi tres-simplement 
a la condition d'integrabilite connue d'une expression dif- 
ferentielle ydx. 

35. Dans toutes les applications du calcul des varia- 
tions aux int^grales simples, c'est loujours Texpression 



dx dx" 

qui joue le r6le principal 5 il imporle done de I'etudier de 



5. 
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X 

plus pres. Elle renferme, en general, lesd^rivees succes- 
sives de y jusqu'a Tordre an, puisque V et sea d^ri- 
vees partielles P, Pi, Pj, . . . , P„ sonl des fonctions de 
x^ y^ t'? t'^j* • * 9 J^"^- Dans un seul cas cependant elle 
n'atieindra pas I'ordre 2/1; c'est lorsque V, etant li- 
neaire par rapport a )^^"^ prendra la forme 

A et B etant des fonctions de a:, y, j',.. . , J^""*^- Dans ce 
cas, en effet, la derivee partielle P„ == A ne contenant plus 

yC"), sa derivee /i'*"^*--7-^> et par suite I'expression (P) ne 

saurait plus conteniry^'"^On d^montre m^me facilement 
qu'alors Tordre des derivees de j dans cette derniere ex- 
pression n^excedera pas 2 « — 2 ou que (P) ne renfermera 
pas la derivee y(*"-*^ Cetle derivee ne pourrait, en effet, 
figurer que dans les deux derniers termes de (P) ou dans 
la difference 

■ ■■ ■■ -■ ■■ ■ IIP .-..—■ . , • 

Or, si Ton differentie n — i fois de suite par rapport a x 
laquantiteP„-i,fonction explicitede x, j, j',... , /">, le 
seul terme du resultat qui puisse conteiiir la, derivee 
(«r.-i)^ sera evidemment 

de meme, si Ton differentie n fois de suite la quantite P„, 
fonction explicite de x, J,/', . • • , J^"~*^ le seul terme 

contiendra j^"~^ Ainsi le coefficient de cette derivee 
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dans rexpression (P) sera, au signo pres, 

difference qui disparatt en vertu de ridenlite 

Done, toutes les fois que V estune foncdon lineaire par 
rapport a j^'^^ Texpression (P) est au plus de I'ordre 
2/^ — »2 relativement aux derivees de jr. Celte disparition 
des termes en j'^'"^ et j^(*"-*J est d'aiUeurs evidemment 
une des conditions qui doivent 6tre reinpKes pour que (P) 
soit identiquement nul, q'est-a-dire pour que Ydx soit 
une different! elle exacte. 

36. Probleme II. — Trous^er la sanation de Fintegrale 



I Vdx, 



dans laquelle 

r et z etant des fonctions de x a formes "variables^ el 
j', j^', . . . , z\ 2", . . . , leurs derivees successwes. 

Designons respectivement par P, Pi, Pj, . . . , P;„, les 
derivees partielles de V relatives a y^y 1 7",. . . , .y^'"^ et 
par Q, Qi , Qs > • • • > Qn> les derivees partielles de V re- 
latives a z, 2', z'\, . . , 2^"^, en sorte que 

^ dS ^ dY _^ dV d\ 

d\ d\ ^ dV ^ d\ 
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nous aurons 
et par suite 



=r( 



m 



dx d.r^ 



/ ysx. 

En integrant par parties jusqu'a ce que toutes les derivecs 
de dy etdedz soient debarrassees du signe d'integration, 
et faisant, pour abreger, 

«^Pl d'^2 rf'P., , ^ ^"Pm 



^ flfar"~ 



2 



(P«) = P«; 

^^^ ^ dx dx* dx' ^ ^ ^ dx^^ 






die ^ ' dx' 



(Q») = Q.., 
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OQ obtieut finalement 



=ri< 



*s=/ \{v)3r-{-{q)iz\d>: 



(4) 



£](P.Hr-.(P.)^+... + (p,)''""''^' 



da: ' ^ "" da^-' 






dlr ^^"' flte"-' 



/ V^ar,—/ V^ar.. 



37. Si Ton appelle $, 17, yj', >?'', .... ^, ^', (^'S • • • 5 les 
valeurs de .r, y^ y^ y\ . . . , 2, ^', 2^', . . , , qui correspon- 
dent a Tune des limites de Fintegrale, ou a Tune des 
extremites de la courbe dans Tespace donl x^y^ z repr^- 
sentent les coordonn^es, on trouvera, comme dans le cas 
precedent, en prenant les variations des expressions 
/jj /y 5 /y > ' • • > /^i \^'> h"^ . . . , et transposant, 



(5) 






le signe / indiquant la substitution simple de la limite 
de X que Von considire. On en conclura que si les li- 
mites Xiy Xj, ainsi que les valeurs correspondantes de 
jr,y', y\ . . . ,y^'"■'*^ -s, z'^ jb", . . . , z^""^^ ne doivent point 
varier, non-seulement les variations 3xi^ ix%f mais de 

plus les valeurs limites de 3y^ "^ ' ' * ' ' .^_, ? ^^j 
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~7~"' ' ' *' . H-, ?^sont nulles, que par suUe lous Jes ter- 

mes afTectes de substitutioii disparaissent et que U varia- 
tion de Pintegrale se reduit a 






38» Lorsque Ndx est une differenlielle exacte, de 
sorte que rintegraiion puisse s'effectuer ind^pendamment 
de loutes formes particulieres altribuees aux fonctions 



efinie I 



y, z, Tintegrale definie I Ndxesl elle-meme une fonc- 



lion determinee des valeurs li mites de x^ y^y^ -> • • . 9 JK'^'^^^^N 
^^ z', . , . , 2(""~*^; si en outre ces valeurs limites restent 
invariables, Tintegrale est necessairement constante et sa 
variation nulle, quels que soient d'ailleurs les change- 
ments de forme dej^ et de z, ou les variations ^y^ Jz ; ce 
qui ne pent avoir lieu ^videmment qu'autant que Ton 
ait identiquement 

(P)^=Q, (Q) = o. 

Telles sont done, dans le cas actuel, les conditions d'int^-^ 
grabilite de Texpression diffl^rentielle Vc^x. 

39. Probleme III. — Soil z une fonction deop^ y^ a 
forme variable <y et p, ^, r, s^ t ses deri\^ees partielles 
du premier et du second ordre; soit de plus 

V=/(a:, r, z, py ry, r, s, t) , 

et cherchons la variation de Vintegrale double 

y djrdxy 



- r f 



les limiles etant censecs variables. 
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Designons respectivement par N, P, Q, R, S, T les 
derivees parlielles de V relatives kz^p^q^r^ s^ t, en sorte 
que Ton ait 

« = -—,? = —-, Q = -7-^ *^ = -r» S=r-— ,Tr=— 5 
dz dp dq dr ds dt 

la variation de V sera (n** 24) 

^d^^ r.d^^ ^d'^z r.d^^z d'$z 

da, dy djc^ dxdy dj^ 

et celle de U (n° 25) 






dx dy 

^d^^z ^d'Sz d^Sz\ 

dx^ dxdy dy'' J '^ 



I / Ydy.dx-\'l j Y3x,dy, 



expression qu'il s'agit de transformer, en recourant a 1' in- 
tegration par parties, de telle sorte que la variation dz ne 
soit plus diflerentiee par rapport aux variables d'inte- 
gration (n**27). Cette transformation se fait immediate- 
ment pour les deux termes qui contiennent les derivees 
de ^.z du premier ordre, car on a 



Jx. t)y. 



-r— Bz.dydx . 

y dx -^ ' 



r"' r^ d$z r^'f' 

I I Q-r-'dydx:L= I I Q§z.dx 

c'r. Jr, dy J I 






— I I — — d z • dydx . 
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Chacundes trois termes qui contiennent les derivees du 
second ordre de la variation Sz^ exige, au contraire, deux 
series d'operations. Pour celui, par exemple, qui contient 



(ix^ 



9 on ad'abord 



C'' ['• d'S, ^ ^ !'• C'- dH ^ 



•^1 */rt 



d$z , 

■■ ■■ « ajc 
dx 



f/R dSz , ^ 

— dydx'j 

dx ax 



puis, en appliquanl de nouveaii aux deux derniers termes 
Tiot^gration par parties, 



-1 t.^i^-^"'''- 



dfj 



r^ r-dRdSz ^ ^ p T'dK. . 



-rr'^''-'''^' 
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et par saite, en substituant, 



-u:\ 



y . ^^Ji±^'i^±Uz.u. 



dx dx dy dx 

dSz 



-\sz, 
^7 



'dx 



dK ^ ^ dSz\ ^ 

•'I 



On trouvera de m6me successivement 

n r' d'Sz _, _, r' f' d's , , , 






dx dx dy 



U>- 



+ / / SSz, 



-/T 






Substituant enfin aux divers termes de la variation d\] 
les valeurs transformecs fournics par les developpements 



y6 CALCUL DES VARIATIONS. 

qui precedent, on aura definitivement 



^U 






d^Y dK dy 

dJc^ dx dx 



dy dx- dx dy 



\^z. 



dx 



(6){ 



<\yi-- 



dx ) dy 



r f'" 

'X. Jy, 



dSz 
dx 



L L \ ^ 






ax 






ySy.dx 






VtJx.^/r 



40. Arretons-nous quelques instants a celte formule 
pour mieux discemer la nature et la port^e de ses difTerents 
termes. Si x, yj z representent les coordonn^es recti- 
lignes d^un point dans Fespace, I'equation j = j^, deter- 
minera une certaine courbe AC (fis> i), siluee dans le plan 



Fig. I 
2^, 




A^ 



Xi 



c 



^y\y =^J^ sera lequalion d'uno seconde courbe BD; Aq, 
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meiue les equations x = Xi et x = x^ representent deux 
droites AB et CD paralleles h I'axe des j% et la surface 
ABDC comprise entre ces quatre lignes est pr^cisement 
le champ de I'integrale double. Cela pos^, pour obtenir 
une expression de la forme 






^5 



qui se decompose en 



I, / "' -i, / "^- 



Z etant une fonction quelconque de x et j^, il faut faire 
lour a tour dans cette fonction y =j"i, X = /jj el inte- 
grer Zdx^ apris la substitution, eutre les limites Xi et x^ ; 
ce qui revient de fait a integrer Zidx le long des deux 
courbes BD et AC et a prendre la difference des deux 
resullats. 

De m^me pour calculer Texpression 

/ / Z^r, 
egale a 

il faudra integrer Tidy le long des deux droites CD, AB 
et prendre la difference des resullats. Enfin, toute ex- 
pression de la forme 

[,t,^=/ / ^-/ / '-/ / ^*/ / ' 

est la somme ou la difference des valeurs de la fonction Z 
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correspondantes aux quatre sommets A, B, C, D, du con* 
tour limite. 

D^s lors Tensemblc des termes de la variation dU se 
partage en trois groupes distincts : 

1" Une integrale double qui depend de la forme attri- 
' buee a la fonction arbitraire dz'^ 

2.^ Des termes qui ne dependent plus de la forme g^ne- 
rale de cJ^, mais uniquemeut des valeurs que cette varia- 



tion et ses derivees pariielles ^^ > --7— prennent le long 

du contour limite ABDC ; 

3° Des termes en ^jTi, dxj, (Jj^j, ijTt^ qui proviennent 
de la deformation des li mites. 

Dans les termes du second groupe on pourrait encore 
remplacer les valeurs limites des variations par les va- 
riations des valeurs limites, en partant des. relations 
simples (n*' 30) 



$1 z=l iSzJt-^Sa:], 



^r z=r (sz 

81 z 



ci§z dH . 
dx dx*^ 



\ dy ^ dy^ ^ 
etc. 



On verrait alors immediatement que si les limiles des 
integrations ainsi que les valeurs de z^ p^ q correspon- 
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dantes a ces limites ne varient pas ou iie changent pas de 

forme, la variation Sz et ses derivees — r^i -r— seront 

aa: ay 

nuUes le long du contour ABDC , et que par suite la va- 
riation de I'integrale se reduira a son premier terme 

Jx^ Jx, \ ^^ ^y ^^ ^^^y ^^'/ "^ 

41. On deduit facilement de ce qui precede la condi- 
tion d'integrabilite d'une expression differentielle Ndydx 
a deux variables independantes. En effet, s'ii ^tait pos- 
sible d'integrer cette expression une premiere fois sans 
donner a z aucune forme particuliere , ou de reduire 
I'integrale definie double 



I I Vdydx 

^1 *^-^i 



a une integrale simple prise le long du contour limite 
ABDC, U ne dependrait plus de la forme generale de z^ 
raais seulement des valeurs que z^p^ q prennent sur ce 
contour. Done, si les limites de x^y et les valeurs corres- 
pondantes de z, ^, ^ ne devaient pas subir de deformation, 
I'integrale U serai t constante et sa variation nulle, quel 
que fut d'ailleurs 6 z. Mais dans ce cas la variation de I'in- 
tegrale se reduit, comme on I'a vu, a son premier terme, et 
celui-ci ne pent etre nul, quel que soit (J^, a moins que 
Ton n'ait identiquement, et pour toutes les formes de 2, 

^, d? dQ d'K d^S d^T 
dx dy dx^ dxdy dy^ 

telle est done la condition d'integrabilite chercliee. 
Pour que I'equation £1 = o ait lieu quelle que soit la 



8o CALCUL DES VARIATIONS. 

forme de z, il est d'abord nccessaire que les coefficients 
des derivees de z du quatrieme ordre, d^rivees qui entrent 
evidemment sous forme lineaire dans le seul trin6me 



rf^R rf^S d^T 



dx* dxdy dy'^ 
disparaissentseparement. Ur en developpant -7-7' , . ^ 

-j-^j et n'ecrivanl que les lermes qui contiennent Ifes deri- 
vees de z du quatrieme ordre, on a 

rf»R d^y d*z d^W d'z rf'V d'z 



dx^ dr^ dx^ drds dx^dy drdt dx^dy"^ 

d'S d^y d*z d^y d*z d^y d*z 



dxdy drds dx^dy ds* dx'^dy^ dsdt dxdy 

d^T d^y d*z d'y d*z enyd*z 



.3 



dy^ drdtdx^dy^ dsdt dxdy^ dO dy^ 

Aioutant et ecalant a zero les coefficients de -r- ? -; — r-'i 
"^ ^ ax* dx^dy 

d*z d*z d*z 

^ -: — 7^:9 T-r^ on trouve 



dx^dy^ dxdy^ dy* 

/ rf»v_ d^y _ d^y d^y _ 

^"^^ j d^y d*y 

equations aux derivees partielles qui suffisent pour deter- 
miner V en fonction de r, 5, t. En elBfet, la seconde et la 

quatrieme exigent que la derivee — ne dependenider, 

ni de f, ou que des trois quantites r, 5, f, elle ne renfermc 
plus que s\ par suite on pent poser 



VARIATIONS DES IMTl^GRALES DOUBLES. 8 1 

integrant et ajoutant une fonction arbitraire de r, t, on a 
done 

La premiere et la derniere des eqaations (y) exigent en 

dy . . dy 

outre que — soit ind^pendant de r et -j- ind^pendant 

de f ; f (r, t) doit done etre une fonction lioeaire tant 
par rapport a r que par rapport a r, c'est-a-dire qu'on 
aura 

<p(r, /) = Arr4-BrH-D/-4-F. 

^^ • 

Enfin la troisieme des equations (7), devenue 

•y(5)-h2A=o, 
donne par deux integrations successives 

^Kj) = — Ai*-4- 2C^ 4- G; 
d'ou il resulte d^finitivement 

(8) V=r A(rr — 5»)-hBr-haCj-HD/-hE, 

A, B, C, D, E etant des fonctions de x,y, z, p^ q. Telle 
est la forme que V doit avoir par rapport a r^s^ t^ pour 
que Tintegrale double U puisse se reduire immediatement 
a une integrate simple. 11 faut en outre que les coefficients 
A, B, C, D,E satisfassent a certaines relations qu'on trou- 
verait facilement par la condition meme que il doit s'eva- 
nouir quelle que soit la fonction z et ses derivees succes- 
sives^ mais nous croyons inutile de les developper ici ("^). 
Ilnoussuffira pour le moment de montrer que la forme (8) 
fait disparaitre avec les derivees de z du quatrieme ordre, 
celles aussi du troisieme, en sorte que £1 ne contiennc plus 



(•) Voyez An elementary Treatise on the calculus of variations, de 
Jellett, p. 34/i» oit cette matiere se trouve developpee avec plus de detail. 

IV. 6 
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que x^ y, z^ p^ ^, r, s^ t. Cetle fonctiori, en effel, peut 
se raettre sous la forme 

— N —(— L — ^p] —iil i^ — o^ 

dx \dx ^ dy ) dj\dy % tlx ) 

Or on irouve 

,rfA rfB dC d\> rfE 

N = (rr— *')— • -f.r---f-25-— +/----h--, 
^ ' ^z rtz dz dz dz 

^,dk dB dC r/D rfE 



ip dp dp dp dp 

dk dB dC r/D i/E 



Q == [rt — s^)-]- -^r--"^7.s -J- '\- t 



y 



tl(] dq dq dq dq 

R = Ar-f-B, S = — 2Aj-f-2C, TcrrAr-f-D, 

et, en diflfiSrenliant, 

£/R__ dH /dk dk dk dk \ 

dx dxdy"^ \dx dz dp dq ) 

dB dB dB dB 

dx dz dp dq 

wis _ . dH [dk dk dk dk 

'^ djr'^ 

dC dC dC dC 

dy dz dp dq * 



dH /dk dk dk ^ \ 

dxdy^ \dy dz dp dq ) 



Si Ton fait, pour abreger, 

^ dk dk dC dD 

H = 1 p -{ » 

dx {iz dq dp 

dk dk dC dB 

dy dz dp dq 

il viendra done, en omettant les termes d'ordre inferieur 
au second , 

-7- H ; P = . . Hr — K.S 

I dx 2 dy 

on Irouverait de m^mc 

^T I dS ^ 
dy 2 dy 
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et, par consequent, les seals termes deft qui pourraient 
contenir des derivees de z du iroisieme ordre seront 

mals ici ces deriyees disparaissent, parce qu'elles sont af- 
feciees de coefficients egaux et de signes contraires. II est 
done bien prouve que la disparition des derivees du qua- 
iriime ordre entraine celle des derivees du ttoisieme, et 
que, dans le cas ou V prend la forme (8), Pexpression ft 
ne contient plus que les derivees de z du premier et du 
second ordre. 

42. Gonsiderons maintenant le cas ou V etant de la 

forme 

V=/(J^, J, -, /?, q) 

ne renferme plus les derivees de z du second ordre; en 

conservant les notations des numeros precedents, nous 

aurons 

R = o, S = o, T = o, 

et la variation de I'int^grale (i6) deviendra 

ydydx 












6. 
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Si les limitcs x, , or, , y^ , j-^ iie varient pas, les deux 
derniers termes disparaitront; il en $era de m^me du se- 
cond etdu troisi^me terme, si, en outre, les valeurslimites 
de z restent invariables. 

Le trinome 

n — N — — -^ 
dx dy 

coefficient de d^ dans le premier termc^ est g^neralement 
du second ordre par rapport aux derivees de z, c'est-a- 
dire qu'il renferme x^ /, z, p^ q^ r, s^ f. Pour qu*il cesse 
de renfermer les derivees du second ordre r, j, f, il faut 

qu^on ait 

d^y d'V d^\ 

==o, = 0, = 0, 

dp^ dpdq dq^ 

d'ou Ton tire, en integrant, 

V = A;?-hB9 — C, 

• ~" 

A, B, C ^tant des fonctions quelconques de x, y, z. On 
prouverait sans peine que celte forme lineaire de V fait 
disparaitre en m^me temps les derivees de z du premier 
ordre et que fi devient dans ce cas 

r/A ^B dC 

n sr 

dx dy dz 

Si les coefficients A, B, C etaient tels, qu'on eut identique- 
ment 

dA dB dC 



dx ' dy dz ' 

fl serait nul pour toutes les formes de :;; la vf^riation de 
I'integrale ne dependrait plus que des variations des va- 
leurs limites de x, /, 2-, I'integrale double serait done 
elle-meme une fonction determinee de ces valeurs limites 
et se reduirait a une integrale simple. 
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43. ProblemeIV. — Soit u une fonction de x^ y^ ^A 
forme variable^ ^t p, y, r ses deiwees partielles du pre- 
mier ordre; soit de plus 

V=/(.r, J, z, «, p, q, r), 

et cherchons la variation de Vinlegrale dejlnie triple 



I I I \dzdydx, 



les limites Xy^ Xj, fxy /a^ -^i 3 ^s pou\^ant elles-tn^mes 
subir des deformations. 

Desjgnons respectivement par N, P, Q, R les derivees 
partielles de V relatives k u, p^ q^ r^ en sorte que 

la variation de V sera 

SV =z NfJa+P— r- -+- Q -7— -h R -7- 9 

ax ay dz 

et celle de Pintegrale (n*^ 25) 

i, i, i, r"*''^-^^*-^''^)'^*'" 

Apres qu'on a eifectue toutes les integrations par par- 
lies necessaires pour que dzne soit plus difierentiee par 
rapport aux variables d'integralion, la variation del'inte- 
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grale prend la forme definitive 
/ 



(lo) 



\ 



\ 



I I / V^r . r(;7/.r -h / / / YSy.dzfix 



\8x .dzdy. 



Cette formule donne lieu a des remarques analogues a 
cellcs que nous avons faites pr^cedemment sur la nature 
et la porlee des termes de la variation d'une integrale 
double. Si a:, j*, z designent les coordonn^es rectilignes 
d*un point dans Tespace, le champ de I'integrale triple 
sera limite : i^ en bas et en baut, dans le sens des 2, par 
deux surfaces courbcs Cj et Cj d^terminees par les equa- 
tions 2 = ^1 et -z = Zj ^ 2° en avant et en arriere, dans le 
sens des y^ par deux surfaces cylindriques B, et B2 per- 
pendiculaires au plan ay et ayant pour equation s j^ = ^i 
et^ = Y^i, "i^ a gauche et a droite, dans le sens des a:, par 
deux plans Ai et Aj perpendiculaires a Taxe des x et de- 
terminees par les equations a: = jCi et x = Xj. Cela pose, 
r integrale triple qui forme le premier terme de la varia- 
tion (JU s'^tendra a toutes les valeuBs de x^y^ z^ com- 
prises entre les six surfaces limites A,, At, B,, Bj, Ci, Cj, 
tandis que les inlegrales doubles avec un signe de substi- 
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tution qui constituent les autres termes, ne s^etendrc^t 
qu^aux valeurs de x^y^ z correspondanles a ces m^mes 
surfaces limites, ou seront prises suivant les aires de ces 
surfaces, ^/suivantCi et Cj, ///suivant Bi et Bj, ///sui- 
vant At et Aj. 

On voit done que la variation complete de I'integrale U 
contient trois espices de termes de nature differente : 
I** une integrale triple qui depend de la forme attribuee a 
la fonction arbitraire du\ 2° diflferents termes qui ne 
dependent pas de la forme generale de (Ji/, mais unique- 
ment des valeurs que cette fonction prend sur les surfaces 
limites Ai, Aj, Bi, Ba, Ci, Cj; 3° des termes qui, prove- 
nant de la deformation des limites, ne dependent que des 
variations (^j:,, cJjTj, (Jj^i, 5y^^ 5z,, Sz^, 

44. Ici encore les valeurs limites de la variation $u 
pourraient s'exp rimer au moyen des variations des va- 
leurs limites de m, et Ton verrait, dans le cas ou les limites 
de I'integrale ainsi que les valeurs correspondantes de w, 
ne doivent pas varier ou changer de forme, que tons les 
termes aux limites disparaissent de la variation de Tin- 
tegralej celle-ci alors est reduite a son premier terme et 
Ton a 

Si Ton avait identiquement 

dx dy dz ' 

I'integrale triple U ne dependant plus de la forme de u en 
general, mais seulement de ses valeurs limites, serait ne- 
cessairement reduclible a une integrale double. Mais 
Tequation 12= o ne sera identique qu'aulant que V sera 
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line fonction liueaire de p, <7, r de la forme 

V = A;?-+-Br/H-Cr— D, 

les fonctions A, B, C, D ne contenant que x, y^ z^ u, el 
etant liees entre elles par la relation 

rfA £B r/C ^_ 

dx dy ' dz ' dti 

Telle est done la forme que V doit avoir pour remplir la 
condition d'integrabilite exprimee par Tequation flt = o. 
Ajoutons que dans Fexpression H, les derivees de u du 
premier ordre disparaisseut tou jours en m^me temps qu^ 
celles du second ordre, et que cela a lieu toules les fois 
que V prend la forme lineaire A;? -j- By -h Cr — P, 
quels que soient d'ailleurs les coefficients A, B, C, D. 
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CINQUlfiME LEgON. 



Afaxima et minima des integrales et en general des cxpressioi^ detinies. 

— Maximum ou minimum absolu. — Maximum ou minimum relatil'. 

— Diverses eapeces de conditions ou de restrictions. — liquations aux- 
. quelles doivent satisrairje les fonctions inconnues pour rendre nulle la 

variation de Tintegrale ou de Texpression deHnie. 



45. Dans les queslions de maxima et de minima qui 
dependent du calcui des variations, on cherche a deter- 
miner la forme d'une ou de plusieurs fonctions incon- 
nues, contenues dans une inlegrale definie soit simple, 
soit multiple, ou, plus generalement, dans une expression 
definie, de maniereque cette integrale ou cctte expression 
definie atteigne sa plus grande ou sa plus petite valeur. 
En Ire ces questions et les problemes de maxima el mi- 
nima qu'on sail resoudre par le calcui differentiel , il y a 
done une difference essentielle : dans ces derniers pro- 
blames on cherclie les valeiirs des variables independantes 
qui rendent maximum ou minimum une fonclion dont la 
forme est don nee, tandis que dans le calcui des variations 
on cherche la forme m<^me de la fonction ou la relation 
generate qui la lie aux variables independantes. Cepen- 
dantce second probleme se ramene facilementau premier, 
et voici comment : 

Concevons pour un moment qu on ait deja determine 
conv enablement toutes les fonctions inconnues, et qu'on 
les fasse ensuite varier au moyeii d'un parametre arbi- 
traire y, \ soit vco la valeur initiate de x correspondante aux 



90 CA.LGUL DES VARIATIONS. 

formes de ces fonctions qui donnent a Tinlegrale sa plus 
grande ou plus petite valeur. L'integrale ou I'expression 
definie sera alors elle-meme une fonction de jc; pour 
qu'elle devienne reellement un maximum ou ud minimum 
pour 5c = )to, il faut done que sa derivee par rapport a x 
s'evanouisse pour x = x©, sans que cette valeur du para- 
mitre X rende nulle la derivee du second oi^dre , dont le 
signe seAira a distinguer le maximum du minimum. 

Pour mieux fixer les idees, d^signons par V une ex- 
pression qui renferme explicitement non-seulement les 
variables a:, j^, z, , . . , raais une ou plusieurs fonctions 
inconnues w, u^ iv,... de ces variables, et supposons 
qu'il s'agisse de determiner les fonctions m, i^, tv, . . . ainsi 
que les limites a:,, .r,,yi, y^^ Zj, 5j, . . , de maniere que 
Tintegrale 



devienne un maximum ou un minimum. D'aprfe ce que 
nous venons de dire, on pent supposer que les inconnues 
w, v^ w, . . ., ainsi que les limites de l'integrale, depen- 
dent toutes d'un parametre arbitraire x, et qu'il faille 
trouver la valeur Xo de ce parametre qui fasse acqu^rir 
a l'integrale S sa plus grande ou sa plus petite valeur. 
Puisque, dans eel te hypo thise, Tintegrale S estelle*m^me 
fonction de x, la premiere condition du maximum ou 
du minimum sera 



T" dS 
I 77x 



./x ^- 



ou bien, en nous servant de la notation adoptee dans le 
calcul des variations , 

(f) ^S = o. 

Ainsi Tintegrale S ne pourra devenir un maximum ou 
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un minimum qu'autant que Ton donnera aux fouctious 
inconnues qu'il s*agit de determiner des valeurs ou des- 
formes telles, que la variation de I'lntegrale s'evanouisse, 
quelques deformations que Ton fasse subir a ces m^mes 
fonctions, ou de quelque maniere qu'on les fasse varier 
avec le paramitre %, a partir des valeurs ou des formes 
primitives dont il s'agit. II faut en outre que la variation 
seconde (J'S, pouF toutes les deformations possibles, reste 
constamment soit positive, soit negative, sans devenir 
uulle, la valeur positive correspondant an minimum et 
la valeur negative au maximum de Tintegrale S. 

Quelquefois la condition (JS = oo pent aussi donner 
une solution du probleme. Dans le cas, par exemple, ou 
I'on cherche le maximum ou le minimum de Fintegrale 



%Jx. 



^r^-[A^)Y'dx, 



la condition ^S = o donnerait j^ = o, valeur inadmis- 
sible, puisqu'elle rend Tintegrale imaginaire, tandisque 
la condition (JS= oo Aonne j =^ ± f [x] ^ valeur qui 
correspond evidemment a un veritable minimum de Tin- 
tegrale. Si nous ne tenons pas compte de ces solutions 
singulieres correspondantes a une valeur infinie de la 
variation JS, c'est qu'elles ne se presentent pas dans les 
applications ordinaires. 

4f6. Lorsque les inconnues Xi, Xajj*!, ^2,..., u, t^^w,... 
ne sont assujetties a aucune restriction particuliere, c'est- 
a-dire lorsqu'on cherche le maximum ou le minimum 
absolu de Tintegrale S, les variations 

contenues dans JS, sont toutes complelement arbitraires, 
et I'equation JS = o doit subsisler quelles que soient les 
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valeurs ou les formes qu'on leur attribue. Seulement on 
se rappellera que, par leur definition m^me, ces varia- 
tions ne sauraient jamais contenir d'autres variables que 
celles qui entrent respectivement dans fes fonctions 

dans le cas actuel, Sx^^ dx^ seront done des constantes 
arbitraires; dj^,, 3y^ des fonctions arbitraires de x\ 
cJzj, dz^ des fonctions arbitraires de x^ y\ etc., et 
Su^ du^ cJiv,... des fonctions arbitraires de toutes les 
variables principales r,y, ^, . . . , t, 

Mais le plus souvent la nature ra&me du probleme eta- 
blit certaines conditions auxquelles doivent satisfaire les 
fonctions incounues, de sorte queleurs variations ne sont 
plus entierement arbitraires ou independantes les unes 
des autres. On ramene ce second cas au premier, soit en 
faisaut servir les equations de condition a Telimination 
du plus grand nombre possible de variations, soit en 
introduisant de nouvelles inconnues, constantes ou va- 
riables, dont on puisse disposer a la fin du calcul pour 
satisfaire a ux conditions du probleme. Par cette elimina- 
tion ou cette introduction de nouvelles inconnues, les 
variations qui entrent dans I'equation <JS = o transfor- 
mee redeviennent arbitraires et independantes les unes 
des autres. 

Les conditions auxquelles on doit satisfaire dans la 
recherche des maxima et des minima relatifs sont de trois 
espices ; i*^ des relations finies enire les di verses fonctions 
inconnues ou enlre leurs valeurs limites; a** des valeurs 
constantes imposees a certaines integrales ou a certaines 
expressions detinies*, 3** Tobligation de verifier certaines 
equations dilTerentielles ou aux derivees partielles. Nous 
allons considerer successivement ces trois especes de 
conditions. 
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47. Touie relation fiiiie de ^a forme 

qui doit subsister dans Tetendue entiere de Tint^grale 
proposee, determine Tune des inconnues «, m, iv, . . . en 
fonctions des autres, et pent servir a Teliminer de I'inte- 
grale S toutes les fois qu'on sait resoudre T^quation F = o. 
Mais alors m^me que cette resolution est impossible^ la 
relation donnee conduit toujours a une equation lineaire 
entre les variations da, ^i^, ^w, . . . au moyen de laquelle 
on pent en tout cas eliminer Tune de ces variations de 
Tequation dS = o. En effet, si I'on prend la variation de 
F = o, on trouvera cJF = o, ou 

^F ^F dF 

(3) -r-^u-h -T-^f-h -r-Scv-^. . . = 0, 

du dv tiw 

Pour qu'on puisse mettr.e a profit cette derniere relation, 
il n'est pas m6me necessaire que la fonction F soit donnee 
en termes finis ; il sufErait evidemment de connaitre sa 
diflerentielle totale ou seulement ses derivees parti elles 
relatives a u, »^, iv, . . . . 

Si les fonctions inconnues etaienl assnjeuies a verifier 
plusieurs conditions semblables 

F = o, F, = 0, F2==o,..., 
ou aurait 

^F = o, ^F, = o, .JFj = o,..., 

equations dont on pourrait disposer pour eliminer un 
nombre de variations du^ $y^^ dw^, . . egal a celui des 
conditions donnees. 

Si la relation F = o ne devait pas avoir lieu dans 
I'etendue enti^re de Tintegrale S, mais seulement a la 
limite de Tune des variables, par exemple, a la limite 
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inferieure de z, de sorte qu'on eui 

(4) / F(^, J, 3, . . ., «, (;, M^,. , .)=0, 

clle ne suffirait plus a relimination complete de Tune des 
foiLCtions M, P', IV, . . . , oude Tune des variations cJw, cJp, 
5w, ..., mais elle fournirait toujours une relation li- 
neaire entre les valeurs de ces variations correspondantes 
a la limite dont il s^agit et la variation Szi de cette limite. 
relation dont on pourrait disposer encore pour eliminer 
soit dzi , soil la valeur limite de Tune des variations (Jw, 
3u^ 3w^ .... En prenant la variation des deux membres 
de I'equation (4)^ on trouvera, en eilet, 



/ 



SF-h^Sz)==o, 



ou, en developpant dF et -j-j 

II est inutile de rappeler que dz^ ou la variation sym- 
bolique de la variable independante z^ represente ici dz^ , 
ou la variation de la limite inferieure de js, en raison 
du signe de substitution qui Taffecte. 

S'agit-il, par exemple, de determiner la forme d- une 
courbe plane, jouissant d'une certaine propriete de maxi- 
mum ou de minimum, et dont Fextremite, correspon- 
dante a la limite inferieure de a', est assujettie a se trou- 
ver sur une ligne donnee par I'equation y =.-y(j;), la 
foijction inconnue y devant satisfaire a la condition 



(6) / [r-/(^)]=o 



/ \y - 
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on aura, en prenant la variation, et considerant que cette 
fois y est une fpnction inconnue de x, 



(7) 






y' etant la deriv^e dey relative a la courbe cherchee. 
Dans ce cas on pourrait done eliminer soit dxi, soitla 
valeur limite de c?y. 

De m^me, s'il s'agit de determiner dans Tespace unc 
courbe dont Textremite doive se trouver sur uiie sur- 
face donnee, ayant pour equation z =y(a:, j^), on devra 
avoir 

/x 

ct, par consequent, puisque y ^x. z sont des fonctions in- 
connues de a:, 

y' et z! ^tant les derivees dej^ et de z relatives a la courbe 
cherchee. Dans ce cas on pourrait donceliminer soit cJjCi , 
soit la valeur limite de I'une des variations $y^ dz. 

Supposons encore qu'on veuille determiner une surface 
courbe avec la condition que la partie de son contour cor- 
respond ante a la limite inferieure de y, ou determinee 
par Tequation j^ =^1 , soit comprise dans une surface 
donnee^ ayant pour equations =J[x, y)>, on aura 

('o) / [2~/(-p,r)]=o, 

et par suite, puisque z est une fonction inconnue de .r, y^ 
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p^ q etant des derivees partielles de z relatives a la sur- 
face cherchee. Daus ce cas on pourrait eliminer soil la 
variation dy^ , soit la valeur limite de la variation dz, 

48. Les conditions de la seconde espece consistent en ce 
que certaines expressions definies, le plus souvent cer- 
taines int^grales Si, Sj,. . ., doivent conserver des va- 
leurs constantes Cj , Cj , • • . , c'est-a-dire que les valeurs ou 
les formes des fonctions inconuues ne doivent 6tre choisies 
que parmi celles qui verifient les equations S, = c, , 
Sg = Cj , etc. Telle est, par exemple, dans le fameux pro- 
bleme des isoperi metres, la condition que I'arc de la courbe 
dont on cherche Tequation, ait une longueur donn^e. Une 
condition de ce genre ne sufiit pas a determiner oiia elimi- 
ner Tune des fonctions inconnues \ car il est une infinite de 
fonctions qui, substituees a celle sur laquelle portent les 
signes d'integralion et de substitution dans Texpression 
d^finie Si , lui feraient prendre la m6me valeur constante 
Ci ; c'est ce qu'on pent meme affirmer en general de toute 
fonction renfermant une constante arbitraire a laquelle 
on donne une valeur convenable. 

Dans ce cas, qui se presente ires-frequemment et qui 
cependant a ote traite par les auteurs d'une maniere 
assez peu rigoureuse^ on tourue la difiiculte par un artifice 
bien simple. Concevons pour un moment que chacune 
des fonctions inconnues renferme plusieurs para metres 
X, 3c', y!\ . . . , independants les uns des autres, et dont le 
nombre soit egal a celui des expressions defiuies S, S|, 
Sj , . . . ; on pourra considerer ces expressions comme des 
fonctions de x, x', x", . . . , 

S = (j)(x, y/, y/',. . .), 

Si = xi^-y ''•'> ^"y ■ ')* 
Sj— J;(y., x', y",. . .), 
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el la question se reduira a tro aver par mi toules les valeurs 
de 3c, v!^ y!\ .... qui satisfont aux conditions Si = Ci , 
Sj = Cj , . . . , celles qui rendent S maximum ou mini- 
mum. On la Fesout, d'apres les principes connus du cal- 
cul differentiel, en dierchant le maximum ou le mini- 
mum absolu de la somme 

S + ^1 S| -f- ^^a Sj -4- • • ' t 

at, «i). . , etant des constanles indeterminees dont on 
dispose a la fin du calcul pour satisfaire aux conditions 

5)l C\ y i^2 ^'2* 

On arriverait encore au meme resultat en cherchant le 
maximum ou le minimum absolu de la somme 

S -f- «, (S, r, ) -h «2 (S2 — <?2) -h . . . , 

dans laquelle on fail varier avec le paramitre jt non-seu- 
lement toules les inconnues du premier problime, mais 
aussi les coefficients ai, a,,.... En eifet, la variation 
toiale de cette somme 

devant ^tre nuUe pour toules les valeurs des variations 
independanles qu'elle renferme, ei parmi lesquelles se 
trouvent cJai, da^^ . . . , on aura necessairement 

^s-h fl,<ys, -h<7,(^Si-f-. . . =0, 

Si = C| ,• S2 = Ca^ ..... 

La premiere de ces equations donne ^videmmenl le 
maximum ou le minimum de S 4- ai Sj -f- aj Sj -(- • • • 9 
dans rhypoihese precedemment admise, c"est-a-dire pour 
des valeurs quelconques mais inuariables de ^i, a^, . . . , 
les autres exigent que ces valeurs soient precisement celles 
qui verifient les conditions primitives du problteie. 

Au reste, puisque la somme S -f- «, (Si — Ci) -f- . . . ne 
IV. 7 
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peut 6tre un maximum ou un minimum absolu sans que 
Ton n'ait Si = Ci, Sj = Cj, . . . , c'est-a-dire sans que la 
somme se reduise a son premier terme S, il est evident 
que les valeurs des inconnues m, t^, w, . . . , ^j, J^s, yi, 
j^8,, . . , correspond antes a ce maximum ou minimum 
absolu, sont parmi louies les valeurs qui remplissenl les 
conditions Si = Cj, Sg = Cj, . . . , celles qui donnent a 
Finlegrale S sa plus grande ou sa plus petite valeur. Ainsi 
Je dernier probleme revient identiquement au premier, 
sauf qu'il conduit en outre a determiner certaines quan- 
tites «!, tzj,- . . , etrangeres a la question primitive. 

49. II reste a considerer les conditions de la troisieme 
espice. Admettons que les fonctions «, i^, tv, . . . , et leurs 
derivees de divers ordres soient liees entre elles par une 
equation 

U = o. 

Les variations cJw, <Ji^, (Jtv, . . . et leurs derivees serom 
de meme liees entre elles par Tequation 

^U=o; 

cependant, toutes les fois qu'on ne pourra pas remonter 
de ces equations difTerentielles ou aux derivees partielles 
aux equations en termes finis dont elles derivent, elles ne 
pourront pas servir a T elimination de Tune des fonctions 
inconnues ou de Tune des variations. Mais il est toujours 
facile de ramener ce cas a celui que nous venons d'exa- 
miner. En effet I'equation U = o, qui a lieu dans toute 
retenduedel'integrale S, enlraine necessairement la sui- 
vante . 

ji etanl ufie fonction arbitraire de a:, j', ^, . . . , et, reci- 
proquement, celle-ci ne peul avoir lieu sans que Ton ait 
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U == o. L'equatioii T = o equivaul done a la condition 
donnee U:;^ o et peut la remplacer idenliquement. Cela 
pose^ il sufBra, comme dans le cas precedent, de chercber 
le maximum ou le minimum absolu de la somme S-I-«T, 
ou, ce qui revieni au meme, de Tintegrale 



ppp 

t/x, t/Tj t/^, 



(V-h-XU).. .dzdydx. 



dans laquelle on represente par X la fonction ap'U dont 
la forme peut varierarbitrairement avec /.. Ce probleme 
resolu donnera non-seulement les valeurs de .rj, .Tj, j^i, 
jj,. . ., I/, ^', tv, . . . qui conviennent au maximum ou 
au minimum relatif de Fintegrale S; il determinera en 
outre la fonction X, qui n'entrait pas dans la question 
primitive. 

On arrivera au m^me resultat si Ton cherehe le maxi- 
mum ou le minimum de I'i.ntegrale 

Jff. . . (V-h > U) . . .dzdydx, 

en regardant X comme une fonction inconuue mais inva- 
viable^ pourvu qu'on la determine a la fin du calcul de 
maniere a remplir la condition U=o. En effet, pour 
resoudre le probl&me dans le cas ou \ change de forme , il 
faut egaler a zero la variation de I'integrale 

JJJ, . .(V4-XU). . .dzdyd,T., 

et I'equation qui en resulte doit ^tre verifiee pour toutes 
les valeurs de Sk, Or JJJ * • .UcJX. . .dzdydx est le seul 
lerrae de cette equation qui contienne d\\ on devra done 
avoir, et cette conclusion sera bientot justifiee, U= o. Les 
autres termes de Tequation dont il s'agit sont les m^mes 
que dans Thypothese ou X est invariable de forme; 
ainsi il suffira de chercber le maximum ou le mini- 
mum de Tinlegrale ffj^ . . (V -|- XU) . . .dzdydx dans 

7- 



iOO CALCUL DES VARIATIONS. 

celte derniere hypothese el de determiner ensuite X par 

la condition U = o, ainsi que nous Favions avauce. 

Si dans la recherche du maximum ou du minimum de 

Tintegrale S on avait a remplir plusieurs conditions sem- 

blables 

U = o, U, = o, 



• ♦ 



il suffirait de chercher le nia^iimum ou le minimum ah- 
solu de 



/»^» /»^s ^v 

"^1 «^'l «^*1 



(V-i-^U 4- X,U.-h. . .). . ^dzdydx^ 



X, ^1, . . . etant de nauvelles fonctions a formes variables. 
Ou pourr>ait m&me regarder X, ij, . . • comme invariables 
de forme, et se reserver le droit d'en disposer a la fin du 
calcul de maniere a verifier les equations 

U=Oy Ui=o,.... 

II est facile de voir qu*on pourrait iraiter de la m^me 
maniere les conditions de premifere espece (n** 47). Cela 
est evident pour le cas ou Tequation 

doit avoir lieu dans toute Tetendue de Fintegrale S. Mais si 
cette equation n'avait lieu qu'a la limite d'une des va- 
riables, de sorte qu'on eut, par exemple, 

F = o, 



/ 



on la remplacerait par la condition equivalente 



n" r" • • 

Jx, I Jz. 



fx'F^ . ,dzdx z=: o, 



a etant une fonctiou arbitraire de :r, y.. ^, . . . , et le 
problemC; en vertu de cequi precede, serai t ramene a la 
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recherche du maxiaium ou du minimum absolu de la 
somme 

r^i ^^ /»2» /»-^«pi /*«i 

I I . , .\ . . .dzdydx '\- \ I i . , .IF . . . didx , 

^yx^ t/r, Jz^ Jx^ I Jz^ 

dans laquelle on est libre de regarder la fonction X, repre- 
sen tan t le produil de fx* F par une consume ind^terminee, 
comme variable ou invariable de forme; dans le dernier 
cas, il resterait a determiner la valeur de X par la condi- 
tion F = o, qui doit avoir lieu a la limite dej^. 

50. II reste done acquis que, dans lous les cas, le pro- 
bleme se ram&ne a la recherche du maximum ou du mi- 
nimum absolu d'une expression definie ou d'une somme 
S de plusieurs expressions definies, et que sa solution 
depend en definitive d'une equation 



2 = 0, 



dans laquelle les variations de toutes les inconnues sont 
independantes les unes des autres. Supposons actuel le- 
nient que par les precedes indiqu^s on ait donne a c^S une 
forme telle, que les d^rivees des variations ne soient plus 
prises relalivement aux variables d'integrations ; suppo- 
sons de plus qu'apres avoir decompose les signes de sub- 
stitution double en signes de substitution simple, on ait 
reuni en un seul terme tons ceux qui renferment la meme 
derivee de la m^rae variation sous les memes signes de 
substitution et d' integration*, le premier membre de 
r^quation cJS = o sera en general la somme de plusieurs 
termes ou expressions definies, dont chacun contient une 
seule variation ou sa derivee, et se distingue de tons les 
autres soit par cette derivee m6me, soit par les substitu- 
tions et les integrations qui lui sont propres. Done si 
Ton egale success! vement a zero touics les variations a 
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Texception d*une seule, oii aura une serie d'equalioDs 
dont chacune renfernie une seule variation avec ses de- 
riv^es, et doit se verifier quelle que soit la valeur ou la 
forme de cetle variation. 

Considerons en particulier une de ces equations 



W==o, 



ne renfermant que la variation iu avec ses derivees. 
Le seul terme qui ne soit pas afTecte de substitution est 
necessairement de la forme 

tous les autres renfermeront un ouplusieurs signesde sub- 
stitution ; et nous rappellerons d^s a present que les sub- 
stitutions peuvent se faire immediatement, ou avant les 
integrations; a la condition qu'on les fera une seconde 
fois dans les limitcs des integrations (n^ 5). 
Cela pose, faisons avec M. Sarrus 

et posons pour un instant 

n etant un nombre assez grand pour que toutes les deri- 
vees Aedu renfermees dans W aient encore o) en facteur. 
Puisque co s'annule chaque fois que Ton donne a Tune 
quelconque des variables a:, j^, z , . . . sa valeur limite 
inferieure ou superieure, les termes de W affectes de 
signes de substitution s'evanouiront tous^ il ne restera 
que le seul terme (A), qui devra etre iiul separement et 
qui donne 



r'^i /\y. /^^. 

«.'.r, c^-j v'z^ 



Mw")^ . ,dz(iydx = 0, 
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^uation impossible k moins que Mo)" ne soit constam- 
ment ^gal a zero. Or ^videmment lefacteur co ne peut pas 
^trenul dans les limites de Tiiit^grale ] il faudra done que 
Ton ait dans toute cette etendue 

M=:o. 

Ceile premiere condition a laquelle doivent satisfaire 

les inconnues du probl^me, fait disparaitre le terme (A) 

quel que soit cJa; et Tequalion W = o est remplacee par 

une autre 

W. = o, 

dont tous les termes sont aiTectes d'un ou de plusieurs 
signes de substitution, et dans laquelle Su est encore en- 
tierement arbitraire. 

51 . Les termes de celte seconde equation Wi = o qui 
ne renferment qu^un seul el m^me signe de substitution, 
relatif, par exemple, a la limite inferieure de jr^ seront 
tous de la forme 

Adiliettbns que celui des termes dans lequel la derivee de 
du est de I'ordre le plus eleve to', soit 

faisons , pour abreger, 

y — ft 

et posons pour un instant 

• I , 2 . O . . . /// 
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n etant un nombre eDtier a$sez grand pour que ciiaquii 
deriyfe dedu qui se trouve d^ns requation Wi = o, con- 
tienne coi en facteuf . Tous les tjermes de Wi non compris 
dans la forme (B), ou afTectes d'un signe de substituiioQ 

autre que / , disparailront avec le facteur coi -, de plus 

les termes cpmpris sous la forme (6), mais dans lesquels 
la deriv^e de du est d'un ordre inferieur a m\ disparai- 
lront avec le facteur jr — jTi] il ne restera que le seul 
lerme (B') qui , devant 6tre pul lui-m^me, pour qv^e 
I'equation Wj = o soit verifieej donne 



I; / i, ■■•"'■';'■■ 



dz dx •==. o , 



pt cette equation evidemijieni ne pent avoir lieu qu'au- 
taut que Ton ait 

/ V< = o 

dans touie Te^ienduedes integrations, c'est-a-dire entre Jes 
limites x^ el x, de x, / z^ el / Zg de z^ etc. Or le fac- 



teur 



/ 



^x 



W,, 



ou 

( 



i — A'l) (^ — ^•■i)(:ri-~/2)( -— / 2i ) f 2— / ^2 )• ••» 



nc pent pas s'evanouir entre ces limiles; il faut done 
qu^ou ait constamment 



/ 
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secoude condition a laquelle devront salisfaire les fonc- 
lions inconnues, et qui fera disparailre le terme (B') 
ind^pendamment de loute valeur ou forme pariiculiere 
assignee a 3u. On a done le, droit de supprimer ce terme 
dans Wj , et comme apres celte suppression Tequalion 
Wj = o devra encore 6tre verifiee quel que soit cJii, on 
pourra rep^ter le m^me raisonuement et prouver : i° que 
chaque terme de la forme (B) renfermanl un seul signe' 
de substitution relatif a y, fournira separement une 
equation de condition qui le fera disparaitre; a" qu'il en 
sera de mfeme pour tous les termes de Wj renfermantun 
seuJ signe de substitution relatif a une variable quel- 
conque, et que par consequent Tequation W, = o se re- 
duit a une pouvelle equation 

dont jchaque terme est affecte de deux signes au moins de 
substitution, etdans laquelle dii reste encore entierement 
arbitraire. 

52. Tous les termes de Tequation Wj = o qui ne ren- 
ferment que deux signes de substitution determines, par 

exemple / et / , ont necessairement la forme 



iple I et / , 






dx^ dj' 



Cboisissons dans ce groupe les termes pour lesquels / a 
sa plus grande valeur /', et parmi ces derniers le terme 



'^■-"' ""'^ d^-^'Su 



ITl 



(C) / / I ■■■^'^p^--^'> 

dans lequel m a sa plus grande valeur m'5 faisons, pour 
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abreger, 

et posons pour un instant 

*« = pV" (^-^0"(.r-r.)-' ^ 

^ 1.2.3. ../'x 1.2.3. ../w' 

n etant irn aombre en tier assez grand pour que toutes les 
derivees Ae du qui entrentdans Wj, contiennent encore 
Wj en facteur. Tous les termes deW^ qui ne sont pas 
compris dans le groupe (C) ou qui renferment d'autres 
signes de substitution que ceux relatifs a or, , j^, , disparai- 
tront avec w^^ dans ce groupe, en outre, chaque terme 
qui contient unederiveede du relative a x d'ordre infe- 
rieur a /' disparaitra avec x — Xg , et chaque terme ren- 
fermant une derivee de $u relative a y d'ordre inferieur 
a m' disparaitra avec j — ri; il ne restera done que le 
seul terme (C), devenu 






• dz 



et pour que Tequation Wj = o soit verifiee, il faudra que 
cette derniere expression soit elle-meme nulle, ou que 
Ton ait 

dans toute Tetendue des integrations, c'est-a-dire entre 

I Zx ex I I Zi de ^, etc. Mais cette fois 



encore 



/ ^2 ne devient pas nul entre ces limites ] il 
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faudra done que Ton ait 



/ P=o, 



nouvelle relation entre les inconnues du probUme qui fait 
disparaiire le terme (C) quel que soit du. Ce terme sup- 
prime, Tequation Wj = o devra encore ^tre verifiee pour 
toutes les valeurs ou formes de cJm. En appliquant de nou- 
veau le m^me raisonnement, on est successivement con- 
duit a egaier a zero les coefficients de du et de ses derivees 
dans tons les termes renfermant deux signes de substitu- 
tion seulement, ce qui reduira I'equation Wj a une nou- 
velle equation 

W3 = o, 

dont chaque terme renferme au moins trois signes de 
substitution et dans laquelle 3u reste encore arbitraire. 
En continuant ainsi jusqu'a ce qu'on ait epuise lous les 
lerm€S de Tequation W = o, et etendant les m^mes rai- 
sonnements a toutes les variations independantes conte- 
nues dans Tequation primitive d'E = o, on arrive enfin 
aux conclusions suivantes : 

Pour trouper toutes les relations qui dowent exister 
entre les inconnues du probleme en vertu de V equation 
cJS = o : i^ on reunira en un seul terme toutes les ex- 
pressions definies qui dans cJS renferment la m^me de- 
riv^ee d'une meme variation sous les mdmes signes de 
substitution ; tP on egalera a zero le coefficient de cette 
deriuee dans chaque terme : on obtiendra ainsi autant 
d^ equations quHy a de termes^ chacune de ces equations 
decant etre veiifiee dans Vetendue entiere du terme qui 
luia donne naissance^c est-a-dire pour toutes les valeurs 
des variables x, y , ^^ . . . , determinees par les substitu- 
tions ou comprises entre les limites des integrations dans 
le terme dont il s'agit. 
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Par exemple , le ternie 

(K) ///''/ R^^^' -^1 

que nous supposons faire partie de (J2 et dans lequel 
Q represente soitla variation da de Tune des inconnues ii, 
soil une derivee quelconque de 3u relative aux variables 
de substitution , fera nailre I'equation 

/ / ...R=o. 

qui doit subsister dans toute I'etendue des integrations. 

53. Jusqu'ici nous avons suppose que les inconnues et 
leurs variations etaient fonctions de toutes les variables 
.r, y^ z, . . . ,r, et il pent arriver, au contraire, qu'elles 
ne dependent que de quelques-unes de ces variables. Dans 
ce cas, la regie que nous venous d'enoncer a besoin d'une 
legere modification. Admettons, pour rester dans Texeni' 
pie cboisi, que 9 soit une fonction arbitraire de x^j^ mais 
qu elle ne doive pas renfermer d'autres variables, et fai- 
sons, pour abreger, 



... / Vidt, ..; 



le terme (K) pourra s'ecrlre 



j I K'Bdx, 

le nouveau coefficient R' etant fonction des seules varia- 
bles Xfj'^ on reviendra ainsi au cas precedent, et il fau- 
dra encore que Ton ait 
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pour loutes les valeurs de x rornprises entre les li mites 

Ea general, lorsqu'une inconnuc ne depend pas de 
quelques-unes des variables, on fera sorlir sa variaiion' 
et les derivees de sa variation des signes / et f relatifs a 
ces variables et Ton appliquera ensuite la regie du nu- 
mero precedent. 

54. U pent arriver que dans une des expressions de- 
finies qui composent la variation 52, les deux limites 
d'une integration coincident par suite des substitutions 
qu'on aura failes^ il pent arriver encore que deux expres- 
sions deilnies ne diflferant Tune de I'autre que par les 
limites accolees aux signes de substitution, 

/ / ...R0...rf.r — I / / .. .R0. . .f/j-, 

par exemple, se detruisent par la coincidence des valeurs 
substituees, ou par la relation 






Dans ces deux cas, evidemment, les termes ou expres- 
sions definies dont il s'agit s'evanouiront identiquement 
sans fournir aucune equation de condition entre les fonc- 
tions inconnues et les variables independantes. 



3. La regie enoncee n** 52 revient a dire] que, dans 
Texpression de cJS, ordonnee comme elle doit Tetre, on 
pent regarder les variations et leurs derivees contenues 
dans les diflerents termes comme des quaniites arbitraires 
et independantes les uues des autres. Nous savons d'ail- 
leurs que les valeurs limites des variations et de leursjde- 
rivees sont li^es aux variations des valeurs limites des 
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fonctions inconmies et de leurs derivees par des relations 
simples et Hneaires, d'ou il suit qn'on pourrait encore 
regarder ces dernieres variations comme arbitraires et in- 
dependantes les unes des aulres. Done, si Ton avait iniro- 
duit, au moyen des relations dont il s'agit, les variations 
des valeurs limites, et qu'on eiit ordonne 6^ par rapport 
a elles, de maniere que chaque terme renfermat la varia- 
tion soit d'une inconnue, soit de la valeur liuiite dVne 
inconnue ou de sa derivee prise toujours par rapport a 
une ou plusieurs variables de substitution, on trouverait 
encore les diverses conditions du maximum ou du mini- 
mum, en egalant a zero le coefficient de la variation pour 
chaque terme separement. Seulement si, par sa nature 
meme, la variation etait indepeudante de certaines varia- 
bles, on devrait la faire sortir des signes de substitution 
et d'integration reiatifs a ces variables, avant d'appliquer 
la regie. Cette regie pourrait d'ailleurs se deduire facile- 
ment du principe qu^on pent assujettir une fonction in- 
determinee u a conserver des valeurs fixes quelconques 
aux limites de certaines variables, tout en la faisant varier 
arbitrairement entre ces limites. Mais nous croyons inu- 
tile d'entrer dans les details d'une nouvelle demonstra- 
tion; ilnous suffira d'avoir donne cette indication d'une 
maniere generate . 

Pour faire disparaitre ce qui semblerait peut-^tre 
un peu vague dans ces considerations abstraites, et pour 
etablir en m^me temps des formules generales dont nous 
ferons plus tard des applications particuliJres, nous allons 
chercher successivement les conditions dji maximum ou 
du minimum des integrales simples, doubles et triples, en 
discutant pour cbacune d' elles les diverses restrictions 
relatives aux limites qui peuvent se presenter. 



MAXIMA ET MIJKIMA DBS INT^GRALES SIMPLES. 1 1 t 



SIXifiME LECON. 

Maxima et minima des integral es simples, renferroant unc seule fonction 
inconnue. — Absence de maximum et de minimum absolu. — Diverses 
hypotheses ou restrictions relatives aux limites. — Gas ou Tequa- 
tion indeiinie s^integre immediatement. — Cas exceptionnel ou il 
y a plus d'equations que d'inconnues. — Cas ou les valours limites de 
^» y* y'i'"i entrentdans la fonction a integrer. — Maxima et minima 
des integrales simples renfermant deux fonctions inconnues. 



56. I. On cherche le maximum on le minimum de fin- 
tegrale 

dans laquelle 

y etant une fonction inconnue de x, et y^y"^, . , ^ ses 
deriuees suceessi^^es , 

La variation de celle integrale (n° 32), ordonnee 
comme elle doit I'^lre (n^ 50), comprend les terines sui- 
vants : 



(I) (P)^7«^.r 



^1 



(U) 



f\,,,,^f\,,/jz^..^j\.r'^ 



8r 



.r,p,„,_r>.,^^_..,-/>.,^ 



(Ill) -hi y^r—l V^r,. 
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En egalant a zero le premier terme, on trouve d'abord 
Tequation indefinie (P) = o, ou 

qui doit subsisler pour loutes les valeur$ de x comprises 
entre les li miles .Ti et x, . Cetie equation differentielle, 
qui est en general de I'ordre in o\x conlient les deriv^es 
de y jusqu'aj^^'"^, donnera par I'integration la valeur de 
y en fonction de j: et de 2/1 constantes arbitraires. 

Les lermes (11), egales h zero, fourniront a leur tour 
2/^ equations aux limites : 

"(P,) = o, j (P,) = o,..., / '(P„) = o, 

fj\v,) = o, / (P,)=o,..., j\p„] = o, 
auxquelles on joindra les deux equations 



(3) 



/or, la, 

V=o, j V=o, 



qui doivent leur existence aux termes (III). 

Telles sont les diverses conditions du maximum ou du 
minimum absolu de Tintegrale S. On satisfera aux equa- 
tions (2) au moyen des an constantes arbitraires con te- 
nues dans la valeur generale de j^ et ces constantes se 
trouveront ainsi deter minees ou exprimees en fonctions 
des limites x^ , Xj. II ne restera alors qu'a determiner ces 
limites, et il semble au premier abordqu'on puisse le faire 
au moyen des deux dernieres equations (3). Mais si Ton 
considere plus attentivement la forme de ces equations, on 
verra que dans le cas actuel elles ne conduiraient a aucun 
resultat utile. En effet, comme les equations (2), qui servenl 
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a relimination des 2/i conslantes arbitraires, formeiit 
deuxseries composees la premiire en x^ , corame la seconde 
Test en Xj , ces deux limites enlreroiil de la m&me ma- 
niere dans la yaleur defiliitive de y, qui sera necessalre- 
ment symetrique par rapport a Xi et x^ . II en sera de 
meme de \k fonciion V, d'ou Ton conclura que si Tune 
des equations (3) prend la forme y(:ri , oTj) = o, I'autre 
seray(a:2 , Xi) = o. Resolues lour a tour par rapport a Xi 
et x, , ces deux equations donneraient done la meme va- 
leur, ou Xi=Xi^ ce qui rendrait I'integrale S nuUe 
quelle que fut la fonctionj^; et des lors, evidemment, il 
ne pourrait plus ^tre question ni de maximum, ni de mi- 
nimum. C'est du reste a quoi Ton devait s'attendre; car 
si la fonciion y et les limites Xi , x^ peuvent se deformer 
en m^me temps, sans ^tre assujellies a aucune restriction, 
il est clair que Tintegrale proposee pourra elle-m^me 
croitre ou d^croitre iudefinimenl, et qu'il n'y aura plus 
lieu a cbercher sa valeur maxima ou minima. L'analyse 
et le raisonnement s'accordenl done a montrer que le pro- 
bl^me n^aura de solution qu'autanlque les valeurs limites 
de quelques-unes des quantit^s x, J'?^'^ J^S • • • ? V^"~*^ se- 
rontdonnees ou assujellies a remplir certaines conditions. 
Ces conditions ou restrictions relatives aux limites peuvent 
^tre ires^iverses ou formulees de plusieurs manieres 5 
le plus souvent elles rentreni dans Tune des hypotheses 
suiv antes. 

57. 1° Les limites de V integration Xf^ x^ sont don- 
nees* — En verlu de ceite restriction, on a (Jj:j=ro, 
(Jxi = o', les lermes (III) sont identiquement nuls et les 
equations (3) n'ontplus lieu. La solution du probleme de- 
pend alors de Tequation indefinie (i),qui donne la valeur 
de J" avec an conslantes arbitraires, et des 2W equations 
aux limites (2) qui serverit a determiner ces conslantes. 
IV. 8 
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%^ On a donne les limites x^^ x^ et en outre les 
valeurs limites de quelques-unes des fonctions y^ y\ 

;^'',.'M jr^""**^* — ^^^ '* m6rae raison qUedans Thypothise 
pr^c^ente, les equations (3) n'existent plus. II resulte 
d^ailleurs des equations (2), n^ 33, que dans le cas ou 
5 jc, = ^.r, = o, les valeurs limites des variations 



^J, 



d^y d^^x 



9 — T".- > 



dx dx 



coincident respectivement avec les variations des valeurs 

limites de 

dy d^y 
dx dx^ 

lesquelles seront nuUes, si ces valeurs limites doivent 
rester fixes. Or c'est ce que nous supposons avoir lieu pour 
quelques-imes d'entre elles ; done aussi les valeurs limites 

de quelques-unes des variations cJ)^, --—• » • • -^ seront 

nuUes, ce qui fera disparaitre un certain nombre des 
termes (II) et celles des equations (2) qui leur corres- 
pondent. Mais ces equations seront remplacees par les 
conditions m^mes qui assignent a quelques<-unes des fonc- 
tions y, y^y^t • • • 9 y^"*"*^ des valeurs limites determinees, 
conditions dont le nombre est toujours ^al a celui des 
equations disparues. Ces conditions primitives, jointes a 
celles des equations (2) qui restent, suffiront done encore 
a determiner les 2n constantes arbitraires. 

Supposons, par exemple, qu'ori ait donne ou rendu 
fixes la limite Xi et les valeurs limites correspond antes de 
y^ y\ de sorte qu'on ait 



(J.r, 



o, $ r = o, sj y=o; 
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on aura en inline temps 



/'■'-». r-^=" 



par suite les deux premiers termes (II) relatifs k x^ sont 
identiquement nuls et les deux premieres Equations (2) 
u^ont plus lieu ^ mais elles se trouvent remplacees de fait 
par les conditions de fixit^ des valeurs limites dej^ et de^. 

3® Les valeurs limites de quelques-unes desfonctions 
J, y^y^'i . . . , j^^"""*^ sont fixes et donnees, sans que les 
limites Xi, jr,, soient determinees. — Supposons qu'on 
ait donne les valeurs de j^, /', ^ , . . . , y^""**^ correspon- 
dantes a la limite iDf(^rieui:e Xi. Les variations da ces 
valeurs fixes etant nulles, les relations (2) du n^ 33 de- 
viennent 






Si Ton substitue ces valeurs dans les n termes (II) relatifs 
a Xij ces termes ramenes a ne plus contenir que la varia- 
tion dxi se r^uniront au second terme (III) dans unc 
seule expression d^finie 



f 



-/ [v-(p.)r'-(POr"--.--(P-.)r«]ix,; 

et ne fourniront plus qu'une seule equation 



/V- 



(4) / [v-(p,)j>''-(p=)y'-...-(p»)rW]=o, 

laqnelle se joindra aux n conditions de fixite pour rem- 

8, 
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placer les n premiires equations (2) et la premiere equa- 
tion (3). 

Si Ton avait fixe seulement les valeurs limites infe- 
rieures de y^ y, les deux premieres equations (2) et la 
premiere ^uation (3) seraient remplacees par Tequation 
unique 



/ 



[V-(P,)r'-(P.)/''] = o, 



a laquelle on ajouterait les deux conditions qui assigneni 
a yy j^'des valeurs limites determinees. 

4° Les ^valeurs limites de x, y , y^, y'\ . . . , j^f"~*) sont 
liees entre elles par des relations donnecs, -^ Soit 

/x • 

une condition a laquelle doivent satisfaire les valeurs li- 
mites de X, J", j\ ... 5 y""^^' En prenant la variation et 
designant, pour abreger, par P la deriv^e to tale de f rela- 
tive a X, ou posant 

on trouve (n^ 30) 

.nJ^^U^K dfddf d{ d—'Sr ,, , \ 

6)/ U-(^^-f.— ^— :^H-...-f- , , ., — f-4-r.5A-.\=o, 

I Vj ^X dx dj("-') d.T^-' 7 ' 

equation dont on pent se servir pour eliminer des n-4-i 

termes (II) et (III) relatifs a Xi, soit dx^^ soit la valeur 

d$Y d^'^^Sy 

limite de Tune des variations cJr, —7^ > • • •? —, — ^« Des 

^ ' dx da^-^ 

lors ces termes ne foumiront que n equations qui, jointes 
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a la condition primitive (5), remplaceront les n premieres 
equations (2) et la premiere equation (3). 

Admettons, par exemple, qu'a la limite inferieure de 
I'integrale, j* doive coincider avec une fonction connue 
f (j:), de sorte que Fon ait 



(7) /'[r-f (*)] = «. 

et, par suite, 
les deux lermes 



/ 






lie contiendront plus qu'une seule variation indepeudante 
ot s^uniront pour fournir une seule equalion 



(8) 



/ '!v_[j'-f'(x)](P.)} = o, 



laquelle, jointe a la condition (7)^ remplacera la premiere 
equation (2) et la premiere equation (3 ). 

Quelles que soient les restrictions auxquelles on assu* 
jettisse les limites x^y x^ et les valeurs limites de la fonc- 
tion y et de ses deriveesj^',j^'', . . . , J^("■"*^ on a en general 
autant d^equations que d'inconnues , et a moins qu'il 
n' arrive par des suppositions particulieres que ces equa- 
tions deviennent equivalentes ou incompatibles , elles 
suffiront toujours pour determiner la fonction j avec ses 
in constantes arbitraires, et les limiles a,, x^ de I'inte- 
grale. 

38. Au lieu d'eliminer immediatement une ou plu- 
sieurs variations, comme noiis Tavons fait dans ce qui 
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prec&le, on pourrait tenir compte d'une restriction 

quelconque / U= o, dans laquelle U est fonction de 

^5 jr^ y\ /*', . . ., en introduisant un facteur indeter- 
min^ (n** 4f8), c'est-a-dire en cherchant le maximum ou 
le minimum absolu de la somme 



U faudrait alors aj outer a la variation d^ja calculee de 
I'int^grale ou du premier terme , celle du second lerme 

U' etant la d^rivee totale de U relative a x^ 
^,, dU d\] , dU „ 

et egaler a zdro la somme des deux variations, ce qui dou- 
nerait : i^ la m^me Equation ind^finie (P) = o qu'aupa- 
ravant, a^ les Equations aux limites 

/V+«U') = o, / "(Vh-«U') = o. 

Si U ne renferme les derivees de j* que jusqu'a I'ordre 
n — I inclusivement, ces equations aux limites seront en 
nombre in-^ a, et sufSront generalement a determiner 
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les 271 constantes introduites par rintegration, et les li- 
miles Xi, x^. Quant a la uouvelle constante a, on en dis- 

posera pour satisfaire a la condition / U = o. Mais 

* 

lorsque Fordre des derivees de y^ conienues dans U, 

excMe n — i, on aura plus d'^quations aux limites que 
de constantes a determiner, et le probleme ne sera plus 
possible^si ce n'est dans des cas exceptionnels et tres-parti- 
culiers. Done, en general, pour qu'une integrate S=yVrfj: 
ait un maximum ou un minimum, il faut avant tout que 
les restrictions* auxquelles on assujettit les valeurs limites 
de y et de ses derivees successives, n^atteignent pas la der- 
ni^re des derivees contenues dans V, ni celles qui la 
suivent. 

S9. II est des cas ou I'equation indefinie (i) peutfs'iii- 
tegrer une ou plusieurs fois sans qu'on ait besoin'decon- 
naitre ou de determiner completement la forme de la 
fonciion V. II suffit, en effet, de savoir quelle ne renferme 
pas la premiere , ou Jes deux premieres , ou les trois pre- 
mieres, etc., des fonctions^, j', j", . • . , J^"^ pour qu'on 
puisse effectuer immediatement une, deux, trois, etc., 
integrations successives. Supposons, par exemple, que V 
ne renferme pas j^, mais seulement ses derivees y', y'\ . . . , 

dY 
j^"K Puisque alors la deriv^e parti elle — = P est nuUe, 

I 'equation (i) devenue 

s'intigre immediatement et donne 

Si V nc contient pas non plus r', la derivec parlielle 
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-— = Pj est aussi nulle •, el Ton peul integrer yne seconde 
fois , ce qui doiine 

Pj -. h . . . ± ■ , , =^ C2 — c,a:, ou (Pj)=c, — c,x. 

ax ax"~' 

En general , si les m premieres des fonctions y^ y\ 
r'\. . . , j^("J n'entrent'pas dans Texpression V, les m de- 
rivees partielles P, Pi, Pa, ... , P,„_i et, par consequent, 
les m premiers lermes de Tequation (i) seront nuls; on 
pourra done integrer m fois de suite, ce qui donnera suc- 
ccssivement 

(P,) =r:,— c-.~, 

J 

(10) {(P3) =^3— c,-H-r..— , 
^ I I .a 



X x' . .7^ 



(P;„)5S Cm Cm_,~H- C;„_2 •-.Ztci 5 ; * 

I 1.2 • 1. 2. 3. ..(//J — l) 

Le resultat definitif de ces integrations, ofu requation 
diflerenlielle 

X x^~^ 

(n) (P„) z=lCm—c„^^^ -h, . .±c, 



I 1 .2.3. . .(w — a)' 

dans laquelle, d*apres les notations admises, (P,„) repre- 
sente 

dx fix'*"'" 

ne renferraera evidemment que les derivees de y jusqu'a 
y{in-m) iijclusivemeiit^ Vordre de requation primitive (i) 
sera don<! abaisse de m unites. 

II sc presenle ici unc particular! le quo nous dcvons fairc 
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connaitre. Si les valeurs limites des fonctions j", j/, y" v • ? 
y{m-i)^ qui ont disparu de V, ne sont assujettiesa aucune 
restriction, le probleme reste en partie indetermine. Sub- 
stituant, eneffet^ les valeurs (lo) de (Pi), (Pj), . . ., (Pm)? 
dans les m premieres equations (a) pour en deduire les 
valeurs des constantes arbitraires Ci, Cj, . . . , c^, on trouve 

valeurs qui rendent en m6me temps identiques les m pre- 
mieres equations de la seconde serie ( 2). U ne restera done 
plus que 2 w — 2 m equations pour determiner les 2 n — m 
constantes nouvelles amenees par I'integration de I'equa- 
tion (11) devenue (P,„) = o ; et par consequent m d'entrc 
elles demeurerout arbitraires. 

C'est du reste ce qu'il etait facile de prevoir. En eilel, 
puisque V ne renferme pas les fonctions y^y^y"^ . • • 9 y"^^\ 
et que ces fonctions nentrent pas non plus dans les con- 
ditions relatives aux limites, on aurait pu prendre j^ ^'"^ 
pour fonction inconnue et chercher la forme a donner a 
cette fonction pour rendre Tinlegrale S maximum on 
minimum. La valeur en x de j^^'"^ une fois trouvee, pour 
remonter a la fonction primitive y, il faudrait encore in- 
tegrer m fois de suite, ce qui introduirait necessairement 
dans le resultat definitif m constantes arbitraires. 

60. L'equation differentielle (P) = o peut encore etrc 

integree immediatement une fois, lorsque la fonction V 

est lineaire par rapport a j^, et que de plus le coefficient 

iej ne contenant que x prend la forme 9' (a:). Dans cette 

hypothese, en effet, on a P = cf' [x] et I'equation (P) = o 

devient 

r/P, rf'P, 

0U5 en integr<ant^ 
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Mais, dans ce cas, si les conditions (2) 



1^1 i^» 

j (P0 = o, j (P.) = o, 



existent, c'est-a-dire si Ton n'a apporte aucune restric- 
tion aux valeurs limites de la fonction j^. le probleme sera 
indetermine ou impossible 5 car la valeur (f{x)-\-c de 
(Pi) substituee dans les deux equations dont il s*agit, 
donnera' 

<p(j?i)-f-C = 0, (J>(J72) -|-c=r o, 

et ces ^nations sont incompatibles a moinsque cp ^j?i) ne 
soil egal a (f(Xi), Si, accidentellement, cette condition 
est remplie , il est vrai qu^on pourra satisfaire^ aux deux 
dernieres Equations par une valeur convenable de la 
constante c, Mais elles n'etabliront alors qu*une seule 
condition et Ton n'aura en realite que 2 ri — 1 equations 
aux limites pour determiner les 2 n constantes, dont 
Tune au moins re$tera arbitraire. 

61. Enfin, I'ordre de Tequation differentielle (i) peut 
encore s^abaisser d'une unite, lorsque V ne contient pas 
explicitement la variable x, quelle que soil d'ailleurs sa 
forme. En effet, la derivee totale de V etant dans ceile 
hypothec 

dV 

— =PJ'-^P,J'"^P,y"^. ...^-P«r^"^'^ 

si Ton y substitue pour P sa valeur tiree de I'equation (1) 

p j — —^ — . . . ± -- — = o , 

dx ax* dx* 

oTi aura 

dy 

— =P.j" -f-Paj'" -f-... 4-P„r^"-^'^ 

rfP. , d^P, , _^"P« , 

dx^ " d,T} ^' '^""^ dx-^ ' 
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Or^ le second membre de c^tte nouvelle equation est une 
derivee exacte ou la somme de derivees exactes, comn^e 
on le voit en groupant les termes deux a deux, 



Substituant et integrant, on aura done 

/ v= c+ p,y 



dV ^'»— 'P 

equation qui est tout au plus de Tordre 2/2 — i . 

Par exemple, si V ne renfermait que^, Tequation in- 
deiinie (i) se reduirait a V=: c, d*ou j^ = constante. Si V 
ctait fbnction de la seule deriveej^', on trouverait encore, 
en prenant j^' pour fonction inconnue, V = c, et, par con- 
sequent, y= const., j^= ox ■+- 6. Si les derivees^', j'' 
entraient seulesdans V, on aurait,en prenant y' pour fonc- 

tion inconnue^ V == c -+- -^r-^y^\ ct ainsi des autres. 

62. Nous avons deja fait remaiquer que le nombre des 
^nations est en general egal a celui des inconnues et que 
les valeurs de celles-ci ne deviennent impossibles ou.inde - 
terminees que par suite de suppositions pariiculieres qui 
rendenl les equations aux liniites incompalibles, ou equiva- 
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lentes en ce seus que quelques-unes d'entre elles puissenc 
se dediiire les unes des aulres. II est cependant un cas ou 
lenombre des^uations est plus grand quecelui des incon- 
nues, et qui forme par la une exception a la theorie gene- 
rale; e'est lorsque V est lineaire par rapport a la derivee 
y(^) de Tordre le plus ^leve. En effet, cetie forme, comme 
on Ta vu n^ 35, fait disparaitre de (P) les deux derni^res 
derivees JK^'""*^ J^^*"N ^^ sorte que I'equation (i) ne 
sera plus que de I'ordre in — a, et donnera la valeur de 
r avec in — i constantes arbitraires, tandis que les 
Equations aux limites (2), ou les conditions qui pour- 
raient les remplacer, seront toujours en nombre 2 n. U y 
a done plus d'equations que d'inconnues, et le pro- 
bl^me est impossible, a moins que des suppositions parli- 
culieres ne fassent que certaines equations aux limites 
rentrent dans les autres ou se'deduisent des autres. 

Supposons, par exemple, qu'en outre des limites Xi, 
a'j, on ait fixe les valeurs extremes dey. Les equations (2) 
en (Pj) disparaissent, et les in — 2 equations qui restent 
suffisent a determiner les in-^i constantes. Dis lors 
la fonction y est enti^rement connue et Ton peut calculer 
ses valeurs extremes que nous appellerons , pour un in- 
stant, &i , b^, II faut done que les valeurs fixes , qu'on 
avait assignees d'avance aux valeurs extremes dey, soient 
precis^ment b^^ b^-^ autrement les conditions aux limites 
seraient incompatibles et le probleme n'aurait pas de 
solution. 

63. Jusqu'ici nous a vons suppose que Vetai I fonction 
des seules quantites or, y^ j'^ y"^ . . ., y^"^ Si V renfer- 
mait en outre les valeurs limites de quelques-unes de ces . 
quantites, Tequation indefiuie (i) aurait encore la meme 
I'orme, mais les equations aux limites ( 2) et (3) subiraient 
(h\s modifications que nous allons indiquer en pen de 
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mots. Admetlons, pour fixer les idees, quo V, avec a:, j, 
y', . . . , y^"^ contieune les valeurs limites inferieures de 
^•i y^ j'f • ' • ' J'^'*"*^' valeurs que nous dcsignerons, pour 
abreger, par 5, yj, r/, , . . , y^^""*^ en sorte que 

ri '''— / -^^ — 

Conservanl a P, Pj, P,, . . . leurs significations, posons 
en outre 

I CTr/j: =: (T, I JS\dx =: (Ti , I T3-idx nr (7-^ , . . ,'; 

or, t/jc, t/jT, 

nous aurons 

//•Jr d*$Y 

Aux termes de la variation de I'integrale S que nous 
avons consideres precedemment, il faudra done aj outer 






ou, ce qui revient au m^me, puisque (?5, (Jr;, J>9^ . . . , in- 
dependants de or, peuvent sortir du signe f^ 

Or, d'apres la definition m^me des quatites f ^ y/, y;', . • • j 
CD a 



r 
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rensemble des termes qu'ou doit ajouter a la variation 
(le Tintegrale peut done s'ecrire 

r 

D^slors, en egalant a zero la variation complete de Fin- 
tegrale S, on obtiendra la meme Equation ind^finie (i) 
et les memes equations pour la limite sup^rieureXi qu'au- 
paravant; mais les equations relatives a la limite iiife- 
rieure Xi deviendront 

(P.)=a., I (P,) = (x,,..., / (P„) = cr„, 

/ [ V — (7 — (T, j' - (7, r" — . . . — (T„ /(»)] = O. 

On aura done eneore le m^me nombre d' equations qu au- 
paravant, mais ce nombre deviendra plus grand si V 
contient les valeurs li mites de y^"^ ou des derivees d'ordres 
superieurs ; le nombre des Equations aux limites depas- 
serait alors le nombre des constantes ind^terminees et le 
probUme du maximum ou du minimum serait en gene- 
ral impossible. 

64. II. On cherche le maximum ou le minimum de 
Vintegrale 

s = 1 ydx , 

dans laquelle 
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y et z etant deux fonctions inconnues de la variable x, 
etj'^ y", . . . , :;', z"^ . . . , leurs derii^ees successii^es. 

Quand on egale a zero la variation de I'integrale S 
trouv^ n^ 36, en admettant que les limites Xi^ x^j ainsi 
que les valeurs limites dey, z et de leurs d^rivees ne 
soient assujetties a priori a aucune restriction, les termes 
affect^s d'integration fournissent les deux equations in- 
definies 

(P) = o, (Q) = o, 

ou 

] dx dx, daf" 



dx ' dx^ dx" 



les termes affectes de substitution et renfermant dj^ d z 
ou leurs derivees, donnent les 2 ( w -h w) equations aux 
limites 

(P,)=o, j (P,) = o,..., / {P„) = o, 
'(P.)=o, j\p,) = o,..., / '(P„) = o, 

/ (Qi) = o, j (Q,) = o,..., j (Q,) = o. 

'(Q.)=o, j '(Q,) = o,..., / '{Q,)=o, 
auxquelles s'ajoutent les deuT nouvelles equations 



(3) 



V = o, j V=o, 



provenani des termes cii ^.r, el dx. 
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Les deux equations differentielles simultanecs (i), qui 
doivent avoir lieu pour loutes les valeurs de x comprises 
entre les li mites de Tintegrale, serviront a determiner les 
formes generales des fonctions y el z. Or, puisque V et 
ses derivees partielles P,„, (^n contiennent les derivees Aey 
jusqu a j^""^ et celles de z jusqu'a -z^"^ inclusivement^ la 
premiere de ces equations sera de Fordre 2 m par rapport 
a j^ et de Tordre m-^ n par rapport a z, tandis que la se- 
conde sera de Tordre m-^n par rapport ay et de I'ordre 
a n par rapport a z, c'est-a-dire que les deux equations 
indefinies prendront les formes 

•^ [xy J, x'y- •> r^'"^''^ 2,^',. . .,2;(^*'^]- o. 

DiflFerentiant la premiere 2 n fois et la seconde m -h n fois 
de suite, on aura m -f- 3 /i -f- 2 equations renfermant les 
derivees dej^ jusqu'a y^'"*+'"^, et celles de z jusqu'a 5r('"+'"> 
inclusivement, et Ton pourra eliminer les /« -|- 3 /i -h i 
inconnues z, z\ z"^, . ,, ^('»+'»)^ ce qui conduira a une 
equation diiTerentielle ne contenant plus que y el ses de- 
rivees jusqu'a I'ordre 2 m ■+- 2 w, 

laquelle integree donnera la fonction j avec i[m-\-n) 
constantes arbitraires. En remontant aux equations qui 
ont servi a lelimination , on en deduira la seconde fonc- 
tion inconnue z exprimee au moyen des memes con- 
stantes. 

II resterait ensuite a determiner ces constantes arbi- 
traires et les limites Xi, x^ au moyen des equations aux 
limites (2) et (3). Mais, bien que le nombre des equations 
soit egal a celui des inconnues, elles conduiraient, comme 
dans le cas precedent, a un r^sultat absurde qui averti- 
rait que le problime, dans les termes ou nous I'avons pose, 
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n'a point de solution. On comprend d'tilleurs a priori et 
sansqu'il soitbesoind'aucune discussion analytique^qu'en 
faisant varier arbitrairement avec les fonctionsj^, z les li- 
mites Xi, j:j, on rendrait chimerique la recherche de maxi- 
mum ou minimum de Tintegrale S, puisqu'il est evident 
qu'elle pourrait alors croitre ou d^croitre indefiniment. 

6S. Viiit^grale S n'est done susceptible d'un maximum 
ou d'un minimum qu'autant que les limites ^i, x^ ou les 
valeurs limites de j^, z et de leurs derivees sont assujetties 
a certaines restrictions. Ce qu'il y a de plus simple, est 
de supposer constantes les limites 0^1,0:2. Leurs variations 
c^Xj, (Jxj ^tant alors nulles, les deux derniers termes de 
()S disparaissent d'eux-m^mes et les equations (3) n'ont 
plus lieu. Les Equations (2) serviront alors a determiner 
les 2 (m + n) constantes arbitraires amenees par Finle- 
gration des Equations indefinies (i). 

Au lieu de supposer fixes Xi, \rs, on pourrait faire 
d'autres hypotheses relatives aux valeurs limiles de a:, y, 
y, ..., y^'^~^\ z^ r', ..., -z^"~^\ et on les mettrait en 
jeu ^xactement de la m6me maniere que dans le cas pre- 
cedent. Ces hypotheses modifieraient de diflerentes ma- 
nieres les equations aux limites (2) et (3) sans alterer en 
rien les equatiitns indefinies (i) ; mais le nombre total des 
conditions a remplir resterait toujours le m^me, et suffi- 
rait en general a determiner les inconnues du probleme. 
Nous disons en general^ car il pent arriver pour certaines 
formes particuli^res ou certains mod^s de composition de 
la fonction V que le nombre des constantes arbitraires sol t 
inferieur ou superieur a celui des equations aux limites, 
et que le probleme soit, par consequent, indetermine ou 
impossible. II sufBra d*avoir signale Texistence de ces 
anomalies, dont la discussion, d^apres ce qui precede, ne 
souffre plus de difficulte. 

IV. 
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SEPTlfiME LECON. 



Maxima et minima des int^ales multiples.— Gas d^iine int^grale double 
qui renferme une fonction indeterminee z ayec ses derivees partielles 
du premier ordre. — Gas d'une integ^rale double renfermant une fonc- 
tion z aTOC ses derives partielles du premier et du second ordre. — 
Gas d*une integrale triple renfermant une fonction u avec ses deriyees 
partielles du premier ordre. 



66. ni. On cherche le maximum ou le minimum 
de Vintegrale double 

dans laquelle 

z etant une fonction inconnue des deux variables ihde- 
pendant es Xyj^et p^q ses deriv^ees partielles du premier 
ordre. ^ 

Designons, comme auparavant, par N, P, Q, les deri- 
v^es partielles de V relatives a 2, p, ^, la variation de 
rintegrale s6ra (n** 42) 






dx 
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/ y^x.dx — l J \Sjc,.df. 

Quoiqu'il semble Evident que si Ton n'apporte aucune 
restriction ni a la fonctiou z ni aux limites de I'integrale, 
celle-ci pouvant croitre ou decroilre indefi&iment ne sera 
susceptible ni de maximum ni de minimum; cependant, 
comme le probl^me absolu est en quelque sorte le type 
du probleme relatif, nous admettons d'abord que les va- 
riations dz^ dji, cJ/,, dxi^ dXi sont toutes arbitraires et 
independantes les unes des autres, en nous reservant de 
faire subir aux equations de condition obtenues dans cette 
hypothese, les modifications qui conviendront aux di- 
ver&es restrictions. Cherchons done, en fabsence de toute 
restriction, les equations dans lesquelles se partage la con- 
dition fondamentale dS= o. 

Le premier terme de ^S fournit d'abord Tequation in- 
definie 

qui doit subsister pq^r toutes les valeurs de Jf^j^ com- 
prises entre les limites de Tintegrale double, ou pour lous 
les points du plan xy situes dans Tinterieur du quadrila- 
tire ABDC,^g:, i, p. 76. 

Les quatre termes suivants, renfermant Sz sous un 
signe*de substitution, font naitre les quatre equations aux 
limites 



(=*) 



l'p=o, I P = o, . 
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qui doiveiit subsister pour les points du contour ABDC, 
la premiere le long de la courbe infi^rieure AC (j^= j^,), 
la seconde le long de la courbe superieure BD (r=j^jj, 
la troisieme le long de la droite AB (a: = Xi)^ la quatrieme 
le long de la droite CD [x= Xt)> On pent, du reste, 
reunir les deux premieres conditions dans cet enonce 
unique que Qrfx — ¥dy doit fetre nul le long des deux 
courbes AC, BD, les differentielles dx^ dy etant relatives 
a ces courbes. On enonce de m^me les deux dernieres con- 
ditions a la fois en disant que P doit ^tre nul le long des 
deux droites AB et CD*, or, comme ces droites sont per- 
pendicujaires a I'axedes-r, dx est nul pour cbacuned^elles, 
et I'equation P = o entraine celle-ci (^dx — ^dy = o ; 
done, pour que I'ensemble des conditions (2) soil satis- 
fait, il faut et il suffit que Ton ait 

Q<ir--P£(r=o 

le long du contour entier auquel s'etend le champ de Tin- 
tegrale double, les differentielles dx^ dy etant relatives a 
ce contour. 

Cet enonc^ comprend evidemment autantde conditions 
distinctes qu'il y a de c6tes dans le contour limite. Le plus 
souvent il y en quatre; mais rieix n'empeche que leur 
nombre soit plus grand, et que les fonctions yi^yt ou les 
courbes AC , BD cessent d'fetre continues ou soient for- 
m^es de plusieurs parties de nature diff^rente. Quelque- 
fois aussi il pent arriver que les cotes rectilignes AB, CD 
disparaissent et que le contour se reduise a deux courbes 
ou meme a une seule courbe continue et fermee de toute 
part. L'equation Qdx — T?dy=o^ ou Tensemble des 
equations (2), represente done un nombre de conditions 
plus ou moins grand selon la nature des limites de Tin- 
legrale. 

EnBn 1^ quatre derniers termes de dS contenant les 



i 
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variations dx^ , ixf , dyi , dy^ , dont les deux premiires, 
ou dXiy dXi sortenl du signe integral parce qu elles sont 
iodependantes de y, donnent te« quatre nouvelles equa- 
tions aux limites 



(3) 



^'v = o, / V = o, 



Vr/j =: o , 



donl les deux premieres exigent qu'on ait V = o pour 
tous les points des deux courbes AC, BD, et les deux 
autres que I'int^grale f^dy^ prise le long de la droite AB 
ou le long de la droite CD, soit nulle. 

67. L'equation indefinie (i) reste toujours la m6ine, 
quelles que soient les restrictions apportees aux limites 
de I'integrale ou aux valeurs limites de z^ p^ q\ c'est une 
equation aux differences partielles du second ordre. Sup- 
posons qu on sache Tintegrer et qu'elle conduise a une 
equation primitive entre or, y^ z et deux fonctions arbi- 
traires. On disposera de ces fonctions pour satisfaire a 
deux equations aux limites, lesquelles seront differentes 
selon les restrictions admises, que nous allons discuter. 

i^ Les limites de I'integrale sont donnees, — Les 
quatre derniers termes de cJS disparaissent avec les varia- 
tions dxi , dXi , dyi , dy^ , qui sont nulles, et les equa- 
tions (3) eessent d^avoir lieu. Les equations aux Irmites 
se reduisent alors au systeme (2) ou a la condition 

(4) QcZr — Pflrj = o, 

qui doit subsister pour tous les points du contour limite 
et a laquelle les deux fonctions arbitraires doivent satis- 
faire. Or, pour determiner completement ces fonctions, il 
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suffit de deux Equations, tandis que la condition (4) re- 
presente, comme on I'a vu, aulant d equations distinctes 
qu'il Y a de c6tes ou de cpurbes differentes dans le con- 
tour limite. II en resulte que si les cdtes rectilignes AB, CD 
ne sont pas nuls, ou micux, que si dans la composition du 
contour limite il entre plus de deux courbes distinctes, le 
probl^me n'aura pas de solution, a moins toutefois 
qu'il n'arrive accidentellement que les formes des fonc- 
tious arbitraires qui conviennent a deux de ces courbes, 
conviennent en m^me temps k toutes les autres. 

Lorsque z repr^sente I'ordonnee d'une surface qu'iI 
s'agit de determiner de maniere a rendre Tintegrale S 
maximum ou minimum, Fhypotheseou la restriction que 
nous venous de consid^rer, signifieque la surface cherchee 
doit ^tre comprise entre certaines parois cylindriques 
normales au plan xy et donnees par les equations 

j? = ar,, x=zXij J=7i> X=Xi' 

a° Les limites de V integrate sont donnies, ainsi que 
les valeurs limites de la f one t ion z. — Tons les ter- 
mes de (^S affectes de substitution sont identiquement 
nuls et les Equations aux limites (2) et (3) disparaissent 
par cons^uent. Mais la surface cherchee est alors assu- 
jettie a passer par certaines courbes dans Tespace^ courbes 
qui sontconnues, puisqu'on a donne non-seulement leurs 
projections sur le plan xy^ ou le contour limite, mais 
aussi les valeurs correspondantes de Tordonnee z. Or, 
quand on aura fait passer la surface par deux courbes 
donnees, les deux fonctions arbitraires seront d^termi- 
nees 5 si le nombre des courbes ou des c6tes du contour 
limite etait plus grand, on aurait done plus de conditions 
que ne peuvent en verifier, generalement, les fonctions 
arbitraires, et le probleme serai l impossible. 

3^ La valeiir de z aux limites de r integrate est 
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constante et donnee, ces Umites etant elles^m^mes va-- 
riables. - — Cela veut dire que la surface cherchfe est seu- 
lement assujettie k se terminer dans un plan donn^ pa- ' 
rallile au plan xj. Puisque nous supposons 

Ft /*t jr, tr, 

/ z= j zz=z I z::::: I z= k^ 

k ^tant une quantite constante et donn^e, nous aurons, 
en prenant (n^ 30) la variation des deux membres de ces 
equations 

(^z -|-/?^x,) = o, / (^z-}-/?^a:j)= o, 

« 

Si, dans la variation de Tint^grale, on r^unit deux a deux 
les termes affectes de la m6me substitution, on obtiendra 
quatre expressions d^finies renfermant chacune deux va- 
riations devenues fonctions Tune de Pautre en vertu des 
relations qui preqident. Done, en ^liminant une de ces 
variations et dgalant a zero le coefficient de I'autre, on en 
deduira quatre equations aux limites, qui devront rem- 
placer les systimes (2) et (3). Considerons, par exemple, 
les deux termes affectes de la substitution y =yi, qui, 
rdunis en un seul, deviennent 

apres avoir elimine dzk Faide de la relation dz-hg Jyi==o, 
qui doit avoir lieu, comme on I'a vu tout a Fheure, pour 
la limite infdrieure de jr^ ^galons a zero le coefficient de 
dyi'^ i\ viendra 



/>-(«--s)"i=- 
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On aura egalement pour la limite superieure de j^ 

Les deux termes de oS, afTectes de la substitution 
X ==■ Xi^ donnent de m^me la somnie 






p^z)^jri 



eliminant Jz, en se servant de la relation Jz -f-/7(Ja!:i=o, 
qui doit ^tre verifiee pour la limite inf(£rienre de x^ et ega- 
lant a zero le coefficient de la variation SXi^ qu^on aura 
fait sortir du signe integral, puisqu^elle n'est au fond 
qu'une constante arbitraire, on trouvera 



1 '"- 



P/?)rfj=ro, 

et, de m6me, pour la limite superieure de x, 

J {y-Pp)djr = 0. 

En resume, il resulte de cette discussion qu'on doit 
avoir /( V — Pp) dy = o^ Tinlegrale ^tant prise le long 
de I'une on de Tautre des droites AB, CD {Jig* i), et 

V — (Q — P — |^ = o pour cTiacune des deux courbes 

AC, BD, la derivee — etant relative a ces courbes. Mais, 

puisque z est supposee constante le long des courbes dont 
il s'agit, sa differentielle totale dz = pdx-hgdy sera 
nuUe pour chacune d'elles, et Ton aura, par consequent, 

pdr-^gdyz=zo, — = — C; 
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done, en definitive, les nouvelles conditions aux limites 
exigent qu^on ait 

(5) V — P/? — Q^=o 

pour chacune des courbes jf =:j^i,y =j^,, et 

(6) /(v-P/.)^r=:o 

pour chacune des droites x = Xi^ x = Xi^ Tint^grale 
etant prise le long de ces droites entre les limites^i etj^j • 
de la variable J". 

4*^ Les valeurs limites de x^j^ z sont liees entre elles 
par des relations donnees quelconques. — C'est le cas 
ou la surface cherch^e est seulement assujettie a avoir 
son contour limite sur une ou plusieurs surfaces don- 
nees que nous appellerons surfaces terminales, Soit 
z = ({x^j) I'equation de Tune de ces surfaces, par 
exemple, de celle qui correspond a la limite inferieure 

iey, et designons par p', i/ les derivees partielles -rt -r'» 

de z relatives a cette surface ; la restriction ainsi etablie 



/ {2— f{*j/)} = o 



entrainera 



j \^z-^(q-q')§jrt\ = 0, 



et permettra d^eliminer dz dela. somme 



-17 



'"'>^r.-f-(Q-pg)*.Ur 



des deux termes qui, dans la variation de Tintegrale, sont 
affectes de la substitution y =j^, Ges termes alors ne 
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fourniroQt plus qu'une seule equation, 

/>-(«-^£)('-'')j=- 

qu'on pourra ecrire simplem«nt 

(,) v-(Q-p|)(,-y) = o, 

en ajoutant qu'elle doit subsister pour I'intersection de la 
surface cherchee et de la surface terminale, ou plut6t pour 
tous les points de sa projection sur le plan ay, la derivee 

-^ ^tant relative a cette m^me projection. Cette derivee 

est d'ailleurs facile a determiner. En eflet, puisque les 
equations differentielles des deux surfaces dont il s'agit, 

dz = pdx -h qdy^ dz == p'dx + q'dy-y 

subsistent simultan^ment pour leur intersection com- 
mune, on aura pour cette m^me intersection 

pdjt '\' qdy zs p' dx -\- q' dy , ou -~ = — ^~"^, > 

ax q — q 

valeurqui,substituee dans Tequation (7), lui fait prendre 
la forme plus symetrique 

(8) v-P(/,-p')-Q(y-?') = o. 

Nous n'avons pas besoin d'ajouter qu'une Equation 
toute semblable doit avoir lieu pour la surface terminale 
correspondantc a la limite superieure dej^, avec la seule 
modification , bien entendu, que />', cj signifieront alors 
les derivees partielles de I'ordonnee z de cette derniere 
surf?ice. En general j quel que soit le nombre des surfaces 
donnees qui doivent limiter la surface cherchee dans le 
sens desj^, la condition (8) aura lieu pour T intersection 
de chacunc d'elles avec cette derniere surface. 
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Consid^rons a present le cas plus particulier ou la sur- 
face donnee z = f (a:, y)^ dz:=i p'dx ■+- q^dj, doit servir 
de limite inferieure dans le sens des a',ou, par cons&juent, 
son intersection avec la surface cherchee est assujettie a se 
projeter sur le plan xy suivipit une droite perpendiculaire 
a Taxe des x. 

La condition ainsi etablie 

entrainera 

et permettra d'^liminer ^z de la somme 

i (y$X,^VSz)djr 

des deux termes qui dans la variation de Tintegrale sont 
aiTect^s de la substitution x =zXi. Ces termes alors ne 
fourniront plus qu'une seule equation 



(9) 



J '{V-P(/>-//)|rf/ = o, 



qu'on pourra ecrire siraplement 

(lo) f\y-v(p~p')\<fy = o, 

en ajoutaut que Tintegrale doit ^tre prise le long de la 
projection sur le plan xj de Tintersection dont il s'agit, 
c'est-a-dire le longde la droite AB (Jig> i). Une equation 
semblable aurait lieu pour la limite Xt^ ou pour la droite 
CD, s'il existait de ce cote une seconde surface terminale. 

68. Pour generaliser cette dernidre espAce de restric- 
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lion, supposons que la surface cherchee doive se terminer 
quelque part, par exemple vers la limite inferieure dej^, 
dansune surface donnee z= f (a:, j)^ ou dz=^pfclx-^(fdy^ 
et qu'en outre rinterseclion des deux surfaces doive se 
projeter sur le plan ocy suivant une droite donnee de di- 
rection. Soil a la tangente de Tangle compris entre cette 
direction et Taxe des o:^ on aura a la fois les deux conditions 



/ 






dx 
On lirera de la premiere 






et de la seconde 



= o , ou ^J, = ^ , 



dx 
k Stant une constante arbitraire, ce qui reduit a 

les deux termes de JS affectes de la substitution j^ = y,, 
lesquels alors ne donneroni plus que la seule equation 

(II) f[y-^(p-p')-Q[q-q')]da: = o, 

I'integrale etant prise le long de la projection rectiligne 
dont il s'agit. A la diflKrentielle de Tabscisse x on pent 
substituer celle de Fordonnee y ou celle de la longueur / 
de la projection, puisqu'on a 

dx ^dy ^dx^ -+- dy^ _ di 

a ^tanl une quantite constante^ Tequation (ii) prend 
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ainsi la forme plus symetrique 

(I2) f[y^V{p-p')^(l[q--q')\dl = 0. 

L'equation (lo) n*est qu'un cas parliculier de celle-ci; 
car en supposant la projection rectiligne perpendiculaire 
k Faxe des x^ on a dx = o^ dy = dl^ et dz = qdj = cfdy^ 
on q — ^' = o. Le resultat definitif de cette discussion 
pent done s'enoncer dans les termes suivants : 

Si la surface cherchee est seulement assujettie k se 
terminer dans une surface donnee, z = {{x^ y)^ ou 
dz = p^dx -}- g'dy^ Tequation (8) 

V-P(/>-/)-Q(^-^') = o 

doit avoir lieu pour tons les points de la projection sur le 
plan xy de I'intersection commune des deux surfaces^ 
mais s'il faut en outre que cette projection soit xme ligne 
droite de direction donnee, il suffit que Ton ait (12) 

I'integrale etanl prise le long de la projection dont il s'agit. 
Les restrictions admises dans la troisieme hypothese ne 
sont evidemment que des cas parliculiers de 1 'hypothese 
plus generale que nous venons de discuter. Ajoutons que 
dans ces deux hypotheses le nombre des equations de con- 
dition sera plus grand que celui des fonctions a determi- 
ner, chaque fois que le contour liraite se composera de 
plus de deux parties ou arcs de courbe distincts; on sera 
done le plus souvent force d'admettre que ces arcs se re- 
duisent a deux, c'est-a-dire que les fonctions y^ et y^ 
deviennent egales pour les valeurs extremes de x. 

69. IV. On cherche le maximum ou le minimum de 
V integrate double 

VdydXy 



f'f 
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dans laquelle 

z etant une Jo action inconnue de a:, j^ et p, y, r, 5, « 
565 deri^ees partielles du premier et du second ordre. 

Nous avoQs deja trouve (p. 76) la variation de cette 
integrale 5 et pour lui douner la forme definitive qu'exige 
Uapplication de la regie du n° 52, il ne reste qu'a decom- 
poser les signes de substitution double en signes de sub- 
stitution simple, en remplacant en m^me temps les deri- 

• 

vees symboliques -^t -r^? de j^ par les derivees reelles 

soitdej^i, soit dej^aqu'elles repr^sentent. Mais cette pre- 
paration tant de fois expliquee est trop simple pour qu'il 
soit necessaire de recrire ici la variation de Fintegrale 
sous sa nouvelle forme, d'autant plus que la forme abre- 
gee de la page 76 se prfete tout aussi bien k la recberche 
des conditions de maximum ou de minimum, et permet 
deies mieux embrasser d'un seul coup d'oeil, quand une 
fois on a bien saisi I'esprit de la rfegle dont il s'agit, et des 
notations admises. II suffira done d'enumerer les diflfe- 
rentes equations que Ton oblient lorsqu'on dgale h zero la 
variation de I'integrale, en y regardant d'abord les varia- 
tions de la fonction z et des limites Xi, Xj, Juft comme 
arbitraires et independantes les unes des autres. 
Le premier lerme donne T^quation indefinie 

N — — — ^ — "^'^ d'T _ 
dx Hy . dx^ dxdy dy* 

qui doit subsister pour toutes les valeurs de x, y com- 
prises entre les limites de I'integrale double. C'est une 
equation aux derivees partielles du quatrieme ordre; et 
Tequation primitive, lorsqu^elle existe, ou la relation 
finie entre x, j^ z qui y satisfait de la mani^re la plus 
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generale, renferme au plus quatre fonctions arbitraires, 
dont on peut disposer en general pour satisfaire a quatre 
equations aux limites. 

Les termes en dz et --7— sous les signes ff donnent 

equatioifs qui doivent avoir lieu pour chacune des cour- 
bes limites^ ==JKi5 y =^^89 '^s derivees j^, j^'', etant re- 
latives k ces courbes. 

Les termes en dz et -j- sous les signes If donnent de 

m&me les deux equations 

( p — ^ — ^ — 

(3) dx dy'^^' 

( R=:o, 

qui doivent 6tre verifi^es le long des deux droites x =Xiy 

Le terme en ^z sous les signes // fournit 1' equation 

(4) ■ S-R/ = o, 

qui n'a besoin d'etre verifiee qu'en chacun des quatre 
points A, B, C, D (fig' i, p. 76), ou les deux courbes 
renconlrent les deux droites, la derivee j^' etant en chaque 
point relative a la courbe qui y aboutit. 

Enfin les termes renfermant les variations cJ^j, cJjj, 
dXi, dxi qui sont independantes les deux premieres dej^, 
les deux derniires de x^ y^ donnent naissance aux equa- 
tions 

( V = o, 
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dont la premiire se rapporte aux deux courbesj)^=j,, 
y = ji^ et la seconde aux deux droites :c = Xi, jr = Xj, 
I'integrale J^dy devant 6tre prise le long de Tune ou de 
I'autre de ces droites. 

Coiumeehacunedes equations (2)9 (3), (5) doit avoir 
lieu pour deux cour^^s ou pour deux droites difTerentes, 
tandis que Tequation (4 ) doit subsister pour quatre points 
distincts, le nombre total des equations aux limites est 



seize. 



70. Lorsque les limites sont fixes, les equations (5) 
cessent d'avoir lieu et il ne reste plus que douze equations 
aux limites. Ce nombre etant toujours superieur a celui 
des fonctions arbitraires, il n'est pas possible en general 
de les verifier toutes a la fois. Dans le cas, cependant, ou 
les c6tes rectilignes disparaissent, c'est-a-dire ou le con- 
tour limite se r^duit a deux courbes, les equations (3) et 
(4) s'en vont et il ne reste plus que le syst^me (a), qui se 
re$out, comme on Ta vu, en quatre conditions distinctes, 
uecessaires et suffisantes pour determiner les fonctions 
arbitraires. Dans ce cas, on a done lieu de penser que le 
probleme du maximum ou du minimum admet une solu- 
tion. 

71. La premiere des equations (2) est peu symetrique 
a cause de la derivee seconde y^^ qu'elle renferme \ mais 
en eliminant cette derivee on reiablira la sym^trie et Ton 
ppouvera en m^me temps que les equations (2) compren- 
nent comme cas particulier les deux equations (3). En 
effet, si I'on differentie la seconde equation (2) 

R/'-S/ + T = o, 

en y regardant^ comme une fonction de x, ainsi que cela 
doit etre, puisque cette equation se rapporte a I'une des 



(6) 
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courbes limites j- = /i on y =^yi-> on aura 

-I- ( I y' -\ 

\dy djcr dt 

En Ire celle equation et la premiere des equations ( 2 ) 
on peut eliminer jy"; le resultat ne renfennera plus que 
y^ avec ses puissances seconde et troisiime, et on le reudra 
lineaire en^ en'faisant servir de nouveau I'^quation 

Rr'' — sy -f. T = o 

a relimination successive dej^'^ ^^ j'^* Quand on aura 
effeclue ce calcul, qui ne presente d'autre difficulte que 
sa longueur, et qu'on aura multiplie par une puissance 
convenable de dx^ on verra le systime (2) prendre la 
forme symetrique 

Telles sonl les conditions a remplir par la fonction z le 
long des deux courbes j^ =jri5 y =/«? ^^ mieux le long 
de cbacune des courbes limiies, quel que soit leur nombre. 
On peut m^me, pour generaliser, les etendre aux c6tes 
rectilignes x = J^i, j: = 0:3, lorsqu'ils existent. En effet, 
la valeur nulle de la differentielle dx qui caracterise ces 
deux coles, reduit les equations (6), la seconde-a 

R = 0, 
IV. 10 



= 0, 
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, dK J clK J dK . 

ce qui entrame — ax -+-' — aj^ = o, ou — = o ; Ja pre- 
miere, par consequent, a 

^ dR dS 

p ==0, 

ax^ ay 

et les ramene ainsi aux conditions (3) deja etablies pour 
les coles rectilignes dont il s'agit. On liendra done compie 
a la fois des equations (2) et (3) en etendant les condi- 
tions (6)' a tous les points du contour limite. 

Pour les quatre points d'intersection des courbesj^==j,, 
yz=y^ avec les droites x = Xi, x = Xt-, il faut joindre 
aux equations (2) et (3), ou aux equations (6), la condi- 
lion (4), laquelle, a cause de R = o, se reduit simple- 
ment a 

S = o. 

72. Nous signalerons, en passant, un cas dans lequel 
les equations aux limiles se simpliiient considerablement^ 
c'est lorsque, en raison de la forme particulierede la fdnc- 
lion V, Texpression 

4RT — S» 

est idenliqueraent nulle. Dans ce cas, en effel, la seconde 
des equations (6) donne 

/ ^ , S 2T 

et la premicjre devient idenlique. II suffit done alors, 
pour que les conditions aux limites soient satisfaites, 
que Teqi^ation (7) subsiste le long du contour limite 
entier, et qu'on ait d'ailleurs 8 = aux quatre points 
A, B, C, D. Nous nous bornons ?i indiquer re resultat 



MAXIMA ET MINIMA DES I«t6(JRALES DOUBLES. I ^J 

en laissaiit au lecteur le soin de le verifier lui-nieme. 
Au lieu de supposer fixes les limites de Piotegrale, on 
pourrait etablir differentes relations entre les valeurs li- 
mites de or", y, z^ p^ q\ en suivant la m^me marche que 
dans le cas precedent, il serait toujours facile de trouver 
les modifications subies dans cbaque hypothese par les ' 
equations aux limites. Mais pour les applications que 
nous avons en vue, une pareille discussion aurait peu 
d'utilite et nous Tometlons sans regret. 



73. Nous ne pouvons, au coutraire, passer sous silence 
un des points les plus delicats, li^a plus difficiles que Ton 
rencontre dans la recherche des maxima et minima des 
integrales doubles, et qui rend cette recherche beaucoup 
moins satisfaisante que celle des maxima et minima des 
integrales simples. La difficulte a laquclle nous faisons 
allusion, vient de I'ignorance ou Ton est du degre de g^- 
neralite que comporte la fonction qui doit satisfaire a une 
equation aux d^rivees partielles d'un ordre superieur au 
premier. D'abord on ne sait pas a priori si une pareille 
equation admet ou non une equation primitive en termes 
finis qui ait la meme generaliie qu'elle; et alors m^me 
que I'exislence de cette equation equivalente est certaine, 
on ne sait pas combien de'fonctions arbitraires elle doit 
renfermer : tout ce que Ton pent affirmer en general, c'est 
que le nombre des fonctioris arbitraires contenues dans 
Tequalion primitive, lorst/uelle existe^ est au plus egal a 
celui qui marque I'ordre de Tequation proposee aux deri- 
vees partielles. Ajoutons que, quand meme on connaitrait 
le nombre des fonctions arbitraires renfermees dans I'in- 
tegrale la plus generale, on ne saurait pas encore au 
juste par combien de conditions particulieres , ou par 
combien d'equations aux limites elles pourraient etre di- 
terminees. 



lO. 
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Malgre cetle imperfection ie la iheorie actuelle des 
equations aux derivees partielles, Tanalogie et Pexamen 
de cas particuliers nous porte a inferer, comme nous 
Tavons deja adniis sans preuve, dans ce qui precede, qu^on 
pent en general assujettir une fonction z de deux variables 
* x^y^ donnee par une equation aux derivees partiellesde 
Tordre «, a remplir n conditions particulieres, ou a veri- 
fier n liquations exprimant chacune explicitement ou im- 
plicitement ce que doit devenir la fonction z pour une 
relation particuliere etablie entre les variables x, j^ ; c'est- 
a-dire, geometriquement parlant, qu'on pent assujettir 
une surface dont on connait seulemeut Teqaiation aux 
derivees partielles de I'ordre n^ a passer par n courbes 
distinctes, et quelle sera alors entierement determinee. 
Oil salt, en effet, qu'etant donnee une equation entre 
x^yy z et ses derivees partielles jusqu'a Tordre n inclusi- 
vement, on peut fixer arbitrairement les valeurs que de- 
vront prendre pour x = o, ou, en general, pour une rela- 
tion determinee f (x^y) = o entre les variables a:, y, la 
fonction z et une de ses derivees partielles de chaque ordre 
jusqu^a cellcs de I'ordre n — i, les valeurs, par exemple,. 

, dz d^z d'^'z J , . . , 

de z, — 1 ^-^9 • • • > , , ? et que de ces valeurs, jomtes a 

Tequation proposee, on peut deduire les valeurs corres- 
pondantes de toutes les autres derivees. Par cela m^mc 
tous les elements constitutifs de la fonction z^ c'est- 
a-dire tous les coefficients dont dependrait son develop- 
pement en strife, supposee convergente, sont complete- 
ment determines pour la relation particuliere 

ou le long de la courbe que cette equation represenle, de 
telle sorte que Ton puisse construire par points, ou de 
proclie en proche, la surface a laquelle appartient Tor- 



MAXIMA ET MINIMA DES INT^GRALBS TIUPLES. 1 49 

donnee z, De ce theor&me cotmu il resulte immediate- 
ment : i** qu'une surface donl requalion aux derivees par- 
lielles est du premier ordre, est completement fixee lors- 
qu'on Tassujettit a passer par une courbe donnee ^ 
2^ qu'une surface dont Tequation aux derivees partielles 
est du second ordre, peul etre conslruite lorsque, en outre 
de la courbe qu'elle doit contenir, on donne la position du 
plan tangent le long de cette courbe, ou, en d'autres termes, 
lorsqu'elle est assujettie a contenir deux courbes infini- 
ment voisines I'une de I'autre ; 3° que la surface qui doit 
satisfaire a une equation aux derivees partielles du troi- 
si^me ordre, est determinee, quand, avec la courbe et le 
plan tangent, on donne la courbure de la section normale 
a la courbe, c'est-a-dire quand on Tassujettit a passer par 
trois courbes infiniment voisines, et ainsi de suite. 

La proposition que nous avons avancee est done vraie, 
lorsque les n courbes donn^es sont infiniment voisines ' 
les unes des autres, et tout porte a croire qu'elle sera en- 
core vraie, lorsque les n courbes seront situees d'une ma- 
niere quelconque dans Tespace. 

74. V. On cherche le maximum ou le minimum ft une 
infegrale triple 






Vdzdydx^ 
*/^, "-V, Jt, 
dans laquelle 

V=/(ar, jr, 3, u, pyq, r), 

u etant une fonction inconnue de trois variables inde- 
pendantes a:, y^ Zy et p^ y, r ses deriv^ees partielles du 
premier ordre. 

Nous avons deja dontie, p. 86, la variation de cette in- 
tegrale. Cherchons actuellement les equations indefinies 
el aux limites qu'entraine la condition generale de maxi- 
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mum ou de minimum, la variation ^galee a zero, lors^ 
que les limites ne sont assujetties a aucune restriction. 
Le premier termede la variation fournit Fequation in- 
definie 

. . ^ dP dQ fiK 

qui doit subsister pour toutes les v^eurs de X^y, z com- 
prises entre les limites de I'integrale, ou pour tous les 
points de Fespace compris entre les six surfaces A,, As, 
Bi, Bs, Ci, Cj (n® 43) qui limitent le champ de Fintegrale 
triple. 

Les termes en §u affectes de substitutions donnent Ic 
premier systeme d' equations aux limites 

dx dy 

P=: o; 

la premiere aura lieu pour les deux surfaces courbesCi, 
Cj , la seconde pour les deux cylindres Bi , Bj , et la 
troisieme pour les deux plans Ai,- K^ Les derivees par- 

tielles —t — dans 1& premiere equation sont celles de 

^ordQnne^ z^ ou Zs de la surface courbe Ci ou C^ que 

I'on considere : la derivee -4- dans la seconde est relative a 

dx 

Tun OU a Tautre des cylindres Bi, Bj, 

Un second systeme d'equations aux limites 

V=o, 

(J) . { J\dz=o, 

Jfydzdy =o, 



ICAXIMA ET MINIMA. 0ES IKTl^GRALES TRIPLES. l5l 

est fourni par les-termes afiectes des variations Szi, Sz^^ 
Syij Sy^j Sxij 5 Xj, dont les deux premieres sont inde- 
pendantes de js, les deirx suivantes de j", Zy les deux der- 
nieres de toutes les variables principales x^ y^ z. La pre- 
miere de ces nouvelles equations (3) aura lieu pour tous 
les points des deux faces courbes z=z Zy^ z== z^'^ la se- 
conde pour toutes les generatrices des deux faces cylindri- 
ques y = j^t» y ^=^yu I'integraley V<a?2 devant ^tre prise 
le long d'une quelcouque de ces generatrices ; la troisieme 
equation, enfin, devra ^tre verifiee pour chaciine des deux 
faces planes x=Xi, x=Xiy Vint^grzle ffVdj'dx s'^len- 
dant a Taire entifere de Tune ou de Tautre de ces der- 
niires faces. 

La solution du probUme dn maximum ou du minimum 
absolu dependrait aiosi d'une ^nation indefinie et de 
douze equations aux limites ; mais comme ce probleme, 
par sa nature m^me, est impossible, nous passons a Texa^ 
men des modifications que doivent siibir les Equations ob- 
tenues, en raison de certaines restrictions apportees aux 
limi tes de Tintegrale. 

75. I® Les limites' Xi^ ^sij^u^s? -^n -^si de F integrate 
sont .fixes. — Le systerae (3) disparait et les equations 
aux limites se reduiseoit au systeme (2). Pour les ramener 
a leur plus simple enonoe, considerons un point x, r, z 
de la surface limile Ci ou Cj^ et designons par a, /3, y les 
angles compris entre la normale a la surface et les axes 
• des coordonnees. Si, dans la premiere equation (2), on 

remplace les coefficients -jz'* -j-i — i> par cos a, cos^, 

cos y, qui leur sont proportionnels, die prendra la forme 
symetrique 

(4) Pcos« -h Qcosp -T-RCOS7 ^ o; 

sous cettc forme elle exprimera que la droite menee par Ic 
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point x^ jTy z et faisant avec les axes des coordbnnees 
des angles dont les cosinus sont r^pectivement pro- 
portionnels a P, Q, R, doit ^tre tangente a la surface li- 
mite. L^equation (4) neremplace pas seulement la pre- 
miere des Equations (a), elle comprend les deux autres 
comme cas parti c uliers ; en efiet, si Ton suppose: 
1^ cosy = o, ce qui caract^rise les deux cylindres Bi, Bj, 
elle devient P cos « -h Q cos j3 = o , ou parce que 

dy 

cos Qidx-^- cos |3rf^ = o,Q — P~^ = o,et elle coincide, 

par consequent, avec la seconde equation (a); a^ si Ton 
suppose a la fois cos P = o, cos y = o, ce qui a lieu pour les 
deux plans Ai , As, elle se reduit a P = o ou a la troisieme 
equation (a). Les di verses conditions relatives aux limites 
spnt done exprimees a la fois par la seule equation (4) 
etendue aux six surfaces A^, As, B^, Bs, Ci, Cs ou, plus 
generalament, a toutes le5 faces limites, quel que soit Icur 
nombre. 

Si Ton fixe, en outre des faces limites, la valeur que u 
doit prendre sur chacune d'elles, toutes les equations aux 
limites (a), (3) disp^raitront et seront remplacees par les 
equations qui assignent a u des valeurs determinees. 

76. a° On donne seulement les valeurs que u doitpren" 
dre sur les ^surfaces limites, ces surfaces poui^ant elles- 
mdmes se deformer d*une manidre quelconque. — Soit 
i(x^y^ z) la fonclion don nee avec laquelle.i/ doit coincider 
sur une des surfaces limites, sur celle, par exemple, qui cor- 
respond a la limite inferieure de 2, et designons par p'^ ^, 

r' les derivees partielles -r-? -r-? -r- de cette fonction, la 

^ ax ay dz 

condition 



/ {«— f (•'-,/, ^](" o 
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ciitraiue 

/ l^a^- (r—r') ^2,|==o, 

et permet d'eliminer c^u de la somme 



-IT/ 



^''^''•;v.z;-h(r-p^-qJ).«{./,v/x 



des termes cjui, dans la varialion de I'inlegrale, sont afl'ec- 
tes de la substitution z = Zi*^ ces termes alors fournis- 
Seni une seule equation 

^-(■'-'i-«i)('-''»=- 

qui doit fetre verifi^e sur la surface limite que I'on consi- 

d^re, les derivees partielles -r-» -^ etant relatives a cettc 

* ax df 

m^me surface. Ces derivees sont d'ailleurs faciles a deter- 
miner; car, en differentiant lour a tour par rapport a x 
eiky I'equation u= f (a:, y^ z)^ qui est supposee avoir 
lieu pour la surface limite dont il s'agit, on obtient 

dz , ,dz 







dz , ,dz 

^^^ar^"^^' d/ 


et, par suite, 






dz 
dx 


. — 


P p' dz n q , 

r — r fly r — /• 



substituant, il vient 

(5) V-P(/p-//)-Q{./-9')-R(^-'-')=o. 

Telle est done Tequation relative a la limite ^i. Une equa- 
tion toute pareillc aurait lieu pour la seconde limite z^^ 
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si pour cette limite la fonction u etait assujeltic a upe 
restriction semblable. 

Supposons a present que u doive devenir egale a 
f (jr, y, z), non plus sur une des surfaces courbes zc= z,, 
z = Za, mais sur la surface cylindrique j"=yi, de sorte 
que I'on ait 



I 



el, par suite, 



/ 



on pourra el i miner Su des termes 



de la variation de Tintegraje qui sonl affecj:es de la substi- 
tution ^=j^i. Ces termes alors donneront une seule 

equation aux ii mites 

« 

Pour determiner la derivee -^9 qui est relative a Tin- 

ax *■ 

tersection du cylindre Bi avec le plan xy^ il suffit de com^ 
parer les diflerentielles totales de ueide ( (x, y^^) pour 
cette meme intersection. On trouve ainsi 

dy p — p' 
pdx -h qdy = p'dx 4- q'dy^ — = -, t 

valeur qui ramene Tequation aux limites a la forme 

(6) /{V-P(/^-/>')-Q(7-7')j* = «. , 

Tinlegralc dans Ic premier mombre elant prise Ic long 



MAXIMA £T MINIMA DES USxiGHALES TKIPLES. 1 55 

d'une generatrice quelconque du cylindre Bi . La condition 
de coincidence de u avec la fonction i[x^j^ z) sur la se- 
conde surface cyllndriquey = j^j conduirait a une equa- 
tion toute semblable a Tequation (6). 

Enfin, si celte coincidence devait avoir lieu sur une des 
faces planes, sur celle par exemple qui correspond a la 
limite inferieure de x, de sorie qu'on eut 



/ |« — f(.r,j',z)}=o 



et, par consequent, 



/ 



on eliminerait ^u des termcs 



m: 



aflectes de la substitution x =^ Xi\ ct, apres avoir fait soi- 
tirdes signes jff^SL variation 5^1 , qui est independanlc 
de toutes les variables principales, on egalerait son coeffi- 
cient a zero, ce qui donnerait 

(7) ff\y-v{p—p')\dzdjr = o, 

Tintegrale double s'etendant a la face plane eniiere Ai. 
La coincidence sur la surface plane correspondante a x^ 
fournirait une equation toute semblable. 

77. La restriction que u doit coincider, aux limites 
de Pint^rale, avec une fonction donnee t[x^ y* ^)'> ^'^' 
traine, comme-on vient de le voir, des equations de forme 
ditferente (5), (6), (7) pour les trois couples de surfaces 
Ci, Cs, B], Bs, Ai, A2. La raison en est que les quatrc 
dernieces se troiivent effecliveraenl dans des conditions 
plus restreinles que les deux premieres, puisque les 
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surfaces B| et Bs sont assujetties a ^tre cylindriques et 
perpendiculaires au plan xy^ et que les surfaces Aj, Aj 
doivent ^tre planes a la fois et normales a I'axe des x. 
Pour generaliser ce genre de conditions particulieres , 
admettons qu'une surface limite quelconque, celle, 
par exemple, qui correspond a la limile inferieurede z, 
doive ^tre un cylindre dont la generatrice fasse avec les 
axes des coordonnees des angles determines ayant pour 
cosinus a, fe, c, et que Ton exige, en outre, que u coincide 
avec la fonction connue f (:r, y-y z) pour tons les points 
de ce cylindre; on aura a la fois 

|«-f(*,/,a)}=o, a — +b — =c, 



d$Zi , dSzf 

-+■ b —-— =0. 



et, en prenant les variations, 

/ {*« + (— r') 53,}=: o, a ^^ . _ ^^ 

Iniegree, la seconde equation aux derivees partielles du 
premier ordre donne 

^z, = f^{ax—bx), 

(f etant une forme de fonction arbitraire. Onpourra done 
eliminer a la fois §11 et ^z^ des termes affectes de la sub- 
stitution 2 = ^1. Si Ton fait, pour abreger, 

W = V-P(/7~;>')-Q(^~<7')-R(r-r'), 
ces termes deviendront 



-ay 



W (p (rtr — bx), djrdx. 



Cette expression doit s'evanouir quelle que soit la fonc- 
tion arbitraire 95 mais comme (p renferme les deux va- 
riables jc, y dans la combinaison particulierc ay — hx\ 
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nous sommes oblige, pour obtenir Inequation de condi- 
tion definitive, de ramener cp a ne plus porter que sur une 
seule variable. Dans ce but, faisous tourner le systeme 
des coordonnees autour de I'axe des z jusqu'a ce que 
Taxe des x devienne perpcndiculaire a la generatrice du 
cylindre limite que Ton considere, et appelons 5, yj, z les 
coordonnees du nouveau systeme, liees aux anciennes 
par les equations 

ay — hx ax -f- by 

V I — c* V ' — ^' 

(p (ay — hx) devenue fonction arbitraire de la seule va- 
riable \ sortira du signe d'integration relatif a >?, et sou 
coefficienl egale a zero fournira I'equatioii 

/Wr/» = o. 

Or, la generatrice du cylindre se projetant sur le plan xy 
suivant la nouvelle ordonnee yj, dy\ sera dans un rapport 
constant avec la differentielle dl de la generatrice 5 011 
pourra done remplacer dn par dlex. ecrire 

/W<//=o, 

Vintegrale J^ dl etant prise le long d'une generatrice 
quelconque du cylindre limite; telle est done Tequation 
de condition cherch^e. 

Si la surface limite z = 2i devait etre un plan dont on 

dz /7Z 

connut la direction ou les derivees partielles -r-j -—^9 la 

^ {IX ay 

variation de z^ scrait assujettie aux deux conditions 

dx ^ dy 

et se reduirait, par consequent, a une constante arbitraire 
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Supposons, en outre, que la r^slriclion u =:{ [x, y.z) 
ilut subsister pour cetlc memc surface, ou qu'on out 



et, par suite, 






Les tennes de la variation de Fint^grale affectes de la sub- 
stitution z = Zi deviendraient, pstr Telimination de Jm et 

de §2?,, 



t/x. Jr. 



et couduiraient a Tequation 

SS^dydx = Oy 

dans laquelle Tinlegrale double devrait s'etendre a la pro- 
jection entiire du plan limite sur le plan xy. D'ailleurs, 
comme la differentielle dk. du plan limite est dans uu 
rapport constant avec la differenlielle dxdy de sa projec- 
tion sur le plan xy^ Tequation precedente pent s'ecrire 

plus simplement 

/ Wd^A = o , 

Tintegrale J^dh. devant s'etendre auplan limite entier 
que Ton considere. 

78. Resumons en peu de mots les resultats auxquels 
nous sommes arrives. Etant don nee, avec ses derivcQs par- 
tielles p' ^ (f^ r', une fonction f (jc, y, z) avec laquelle la 
fonction cherchee u doit se confondre sUr une des surfaces 
limites, sans que cette surface limite soit d'ailleurs assu- 
jettie a aucune restriction, on doit avoir pour chaque 
point de la surface 

(8) W = V-P(/,-;.')~Q{y~^')-R(r-r')=ro. " 
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Mais si Ton demaode, en outre, que la surface limite soi-t 
un cylirtdre engendre par une drolte de direction donnee, 
requation de condition se changera en 

(9) fWdl^o, 

rintegrale f'Wdl ^tant prise le long d'une geeeratrice 
quelconque /. Enfin, si la surface limite devait etre un 
plan parallele a un plan donne, il suffirait qu'on eut 

(10) /W^A~o, 

rintegrale y*WJ A s'^tendant a Paire totale A du plan 
limite. 

79. Quelles que soient les restrictions auxquelles on 
assujettise les limit^s de VinXe^r ale fffWdzdydx ou les 
valeurs limites de la fonction m, T^quation indefinie (i) 
reste toujours la meme. C'est une equation aux derivees 
partielles du second ordre. Quoiqu'on iie sache pas a 
priori si elle admet ou non une equation primitive en 
termes finis, ni quelle est 'la nature de cette equation 
lorsqu'elle existe, on est porte a admettre que la fonction 
M, qui y satisfait de la maniere la plus generale, sera 
completement determinee, lorsqu'on Paura assujettid a 
verifier deux conditions particuliercs, du genre de celles 
que fournissent les equations - aux limites. Or, dans les 
d^ux hypotheses que nous venons d'examiner, le nombre 
effectif des equations aux limites est egal a celui des faces 
differentes dusolide qui constitue le champ de I'integrale 
triple^ il faudra done, ou que ces faces puissent se reduire a 
deux, ou que plusieurs equations aux limites deviennent 
identiques, sans quoi le probl^me de maximum ou de 
minimum n'aura pas de solution, 
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HUITIEME LE^ON. 



Melhode de Jacobi pour distinguer les maxima et les minima des 
intayrales simples. — Application de cette methode k quclqu^ cas 
particuliers. 



80. Lorsque les fonctions ii^connues donl depend une 
integrale ou une expression d^finie S ont ete determiuees 
de maniere a rendre nulle la variation premiere 5S, et 
qu'on les fail varier tres-peu avec unparametre x, c'est-a- 
dire en donnant a ce parametre uu accroissement irfc- 
petit, Texpression S subit elle-m^me un changement, 
dont le sens depend uniquement du signe que prend la 
variation seconde 5*S : lorsque cette variation seconde 
est positive, la valeur de S augmente; lorsqu'elle est 
negative, la valeur de S diminue. U en resulte que I'ex- 
pression S, dans laquelle on aura determine les fonctions 
inconnues, comme nous venons de le dire, sera un maxi' 
mum si la variation seconde d^S reste toujours negative^ 
uu minimum si elle reste toi}jours positive, quelques 
deformations qu'on fasse subir aux fonctions dont il s'a- 
git. Mais si la. variation seconde d*S peut changer de 
signe, si elle est positive pour certaines deformations et 
negative pour d'autres, Texpression S pourant tant6t di- 
minuer, tantot croitre, ne sera ni un maximum ni un 
minimum. 

Ainsi, pour distinguer analytiquement le maximum du 
minimum, on aura a discuter la variation secoiide ^''S. 
Mais cette discussion, facile en principe, est dans la pra- 
tique herissee de grandes difficuites, qu'on n'apu vaincre 
jusqu ici que dans les cas les plus simples. En ciFet, tout 
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cd qu'on a pu obtenir dans cetle voie est a peu pris com- 
pris dans la methode donnee par Jacob! pour distinguer 
les maxima et les minima des integrales simples : c^est 
cette methode que noiis allons exposer d'Une maniere 
aussi el^mentaire que le comporte le sujet, en mettant a' 
profit les commentaires dont elle a ete Tobjet de 1^ part 
d'autres geometres. 

81 . Gonsiderons I'integrale simple 






dans laquelie V est une fonction dotinee de ar, j^ y\ 
y" ^ . . . , y^'^K La recherche du maximum oudu minimum 
de cette integrale se partage en deux parties \ dans la 
premiere on pent supposer les valeurs limites de x^y^y' ^ 
j",..., j^*^*^ fixes, mais quelconques, et chercher la re- 
lation en trey et x qui rende Tint^grale maximum ou mi- 
nimum, relation qui renfermera en gi^neral 2 n constantes 
arbitraires; dans la seconde on fait varier les valeurs li- 
mites dex^y^y',y'\. . '^y^^"^^ autant que lepermettent 
les conditions du problem e, et Ton cherche les valeArs 
des 2 71 constantes arbitraires pour lesquelles Tintegrale 
soit plus grande ou plus petite que pour toutes les autres 
valeurs, tr^s-peu differentes de celles-la, qu'on pourrait 
donner a ces m^mes constantes. Cette seconde partie de 
la question rentrant entiirement dans la recherche propre 
au calcul differentiel des maxima et des minima des fonc- 
lions de plusieurs variables independantes^ nous n^avons 
pas a nous en occuper ici ; il nous suffira, en consequence, 
de chercher le maximum ou le minimum de I'integrale S 
dans I'hypoihese ou les valeurs de x, y^ y\ . . ., jf»-») 
relatives aux deux limites restentinvariables. 

Dans cette hypothese, si Ton appelle P, Pj, P,, . . . , P„ 
IV. i I 
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les derivees parlielles de V relatives a j, y'-,y"^ • • •» J'"\ 
et qu'on fasse, pour abreger, 

la variation de I'integrale du premier ordre sera 



=!'■ 



^S= I (V)$X-^^y 



et celle du second ordre 

^'S=: / j^(p)(yj-f-(P)^^r!^^. 

La premiere condition du maximum ou du minimum, 
58 = 0, conduit a une equation differentielle de Ford re i n 

(1) (P) = o, 

a laquelle on satisfera de la raaniere la plus generate par 
une certaine relation 

(2) j'=/(.r, rt„ ^2, ...,«2ii) 

entre y^ x el %n constantes arbitraires. Puisque (P) est 
nul, la variation secondcse r^duit a 



t/x. 



(3) • ; ^^S= I ^(P)(Jj.t£r, 

etil s'agit d'exaroiner si elle pent, ou non, changer de 
signe. 

82. L'existence du maximum ou du minimum exi- 
geant que la variation seconde de Tintegrale ne puisse 
changer de signe, et,par consequent, qu'elle ne puisse ^tre 
nulle en m^me temps que la variation premiere, on veil 
d'abord qu'il n'y aurait ni maximum ni minimum si, dans 
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les conditions du probleme, 5jr pouvait recevoir une va- 
leur autre que zero, qui rendit 5(P) nul identiquement, 
ou pour toutes les valeurs de x. Or pour faire varier j^ 
sans que (P) varie, c'est-a-dire sans que I'equation (P) r=p 
cesse d'avoir lieu, il n'est qu'un seul moyen : c'est d'al- 
terer les constantes di^ aj, . . . , contenues dans Tintegrale 
de r^quation differentielle (P) == o. Cela est evident 5 car 
puisque cette integrale est la valeur la plus generale dej 
qui verifie T^^quation (P) =0, aucune autre valeur de j 
ne pourrait y satisfaire que pour des valeurs particulieres 
de X. Ainsi la seule forme de Sy qui puisse rendre J(P) 
constamment nul, est 



ou bien 



(4) «J == «! :i — ^ ^-^z. ^"- • • -i-«2« 3 — 9 

en designant par or,, ocj,..., a^^ les variations iJaj, 
5^2, . . . , $as„,qui sont de nouvelles constantes arbitraires. 
Telle est done Fintegrale ou la solution la plus gene- 
rale de I'equation differentielle J (P) = o. Elle renferme 
2.n constantes arbitraires, ainsi que cela doit etre; car il 
est facile de voir que le developpement de ^(P) renferme 
iy avecses derivees successives jusqu'a Tordre 2 n inclusi- 
vement. 

L'existence du maximum ou du minimum exige done 
avant lout que Jy ne puisse pas avoir la forme (4). Or 
comme nous supposons fixes les valeurs limites de jc, v, 
j'')j"t . . • 9y^"~"*\ sans que la deformation de j soit assu- 
jettie a d'autres restrictions, ^j pent eire une fonction 
quelconque de x^ pourvu qu'elle s'evanouisse, avec ses 
derivees successives jusqu' a I'ordre tz — i , aux deux limites 
de I'integrale. On en conclura que, si les constantes a, 

1 1 . 
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aj, . . . dans la formule (4) peuvent 6lre determinees de 
maniere a verifier les conditions 

6r = o, —7— = o, —T-T- = o, . . . , = o, 

•^ ^ dx ' dx^ ^ dx^-' * 

aux deux limites de Tintegrale, la solution (2) nedon- 
nera ni maximum ni minimum. 

83, La restriction imposee a 3y, afin que la variation 
seconde 5'S ne s'evanouisse pas, est susceptible d'une 
interpretation geometrique tres-remarquable. Si Ton re- 
garde X ety comme les coordonnees rectilignes d'un point, 
I'equation y= f (Xj a^^ a^.. , , ^ aj„) represente une 
courbe plane qui se deforme d'une maniere continue, 
quand on fait varier les constantcs ^i , ag , . . . , avec un 
paramitre commun x. Donnons a ce parametre un ac- 
croissement i et d^signons, comme nous I'avons fait, par 
Jy, J'j",. . ., les derivdes successives dej^ relatives a x, 
nous aurons une nouvelle courbe du m^me genre que la 
premiere, mais dans laquelle a Fabscisse x correspondra 
I'ordonnee 



t' 



.r -4- A r = J -4- tSy H '— S^y -4- . . . . 

I ,9. 

Pour que eette courbe passe par un point donne A de 
la premiere courbe, il faut qu'en ce point on ait Aj = o, 
ou, en divisant par e, 

Pareillement la deriveej^' sera la m^me pour les deux 
courbes, ou les deux courbes auront un contact du pre- 
mier ordre au point dont il s'agil, si Ton a en outre 
en ce point 

^7'4--^^y +... — 0. 

1.2 
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Le coulaci des deux courbes sera du second ordre, si la 
nouvelle condition 

^/'4--^^V4-.. =^o 

est remplie avec les deux precedentes, et ainsi de suite. 
Or, lorsque i tend vers zero, la seconde courbe s'ap- 
proche indefiniment de la preraifere 5 pour c = o les deux 
courbes coincident et les equations precedentes deviennent 

Done, si la variation 5y et ses n — i deriv^es succes- 
sives s^evanouissent en meme temps au point A, ce point 
sera la limite de I'intersection de la courbe donnee et 
d'une autre courbe du m^ine genre ay ant avec la pre- 
miere un contact de Fordre n — 'i , et tendant indefini- 
ment a se confondre avec elle. 

Ces considerations permettent ^e formuler de la nia- 
ni^re suivante le resultat obtenu n^ 82 2 Ayant trouve 
une courbe AB qui satisfait a la condition dS = o, pour 
reconnaitre si elle correspond reellement a un maximum 
ou minimum de Tintegrale S, on fera varier les constantes 
contenues dans son equation^ et Ton cherchera sHl est 
possible de determiner par ce moyen une courbe de m&me 
nature passant par deux points donnes de la premiere 
courbe et ayant avec elle en ces points un contact de I'ordre 
n — I ; ensuiteon rendra ces points mobiles sur la premiere 
courbe et on les fera approcber simultan^ment des points 
extremes A, B correspondants aux limites de Tintegrale ^ 
cela pos^, s'il arrive qu'en m6me temps la seconde 
courbe s'approche indefiniment de-la premiere, de so'rte 
•que les deux courbes coincident lorsque leurs points 
communs sont en A et B, la solution qu'on examine ne 
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donnera ni un maximum ni un minimum de Tintegrale 
proposee. II en sera de m^me^ evidemment, si le contact 
de Tordre n — i des deux courbes infiniment voisines 
pent avoir lieu en deux points C, D, silues enire A el B 
sur la premiere courbe, puisque Tintegrale, n'ayant ni 
maximum ni minimum entre C et D, ne saurait en avoir 
dans toute son elendue. 

Au lieu de faire varier les deux points de contact, on peut 
evidemment fixer le premier point en A et faire mouvoir 
le second sur la courbe donuee, jusqu'a ce que la seconde 
courbe coincide avec elle; on trouvera ainsi la limite 
jusqu'a laquelle ou au dela de laquelle Tintegralion ne 
doit pas s'etendre, pour que le maximum ou le minimum 
ne cesse pas d'avoir lieu. 

84. D'apres cela, la premiere chose a examiner est si 
la forme (4) de la variation ^j est compatible ou non 
avec les conditions admises, c'est-a-dire si dans Tequa- 
tion 

df df df 



da, da-t da 



3ii 



on peut trouver pour les constantes a^, a^ , • . . des valeurs 
differentes de zero, au moins pour quelques-unes d'entre 
elles, et telles que ^y avec toutes ses derivees successives 
jusqu^a Tordre n — i sevanouisse aux deux Hmites de 
Fintegrale, ou seulement pour deux valeurs distinctes dc 
X comprises entre ces limites. Si cela est possible, la dis- 
cussion est terminee et Ton n'a pas besoin dialler plus 
loin, car on sait qu^alors il n'y a ni maximum ni mi- 
nimum; mais si Ton parvient a reconnaitre, au contraire^ 
que ^y ne peut pas avoir la forme ci-dessus , il faudra 
examiner le signe de la variation seconde d'S pour 
d'autres formes admissibles de ^y. Pour cela, on sera 
oblige de faire subir a la variation seconde 5'S diverses 



DISTINCTIOS DBS MAXIMA ET MINIMA. 1 67 

tranformations ayant pour but d^ntroduire sous le signe 
integral un carre parfait multiplie par un facieur connu. 
Ces transformations reposent sur certaines proprietes 
d'une classe particullire d'equations diflTerentielles li- 
neaires, proprietes que nous ferons connaitre dans les 
numeros suivants. 

8S. Soit cp une fonclion homogene entiere et du second 
degre de 2, ^', 5",. . ., ^^"\ z etant une fonction quel- 
conque de x et z\ 2", . . . ses derivees successives ^ desi- 
gnons par tp' ( « ) , (p' ( a') , . . . , ^' (-z^"> ) les derivees partielles 
de (f relatives a z, 2', . . . , 2^"^ nous disons que Texpres- 
sion 

(5) *(*) = ,(.') ^—+—^^ ...±___, 

fonction lineaire de z, z', z", . . . , «'*"', peut se mettre sous 
la forme 

A, Ai, Aj, . . . , A„ ne renfermant que la variable x. 
Remarquons d'abord que si Ton fait, pour abreger, 

a^s =^ ^sr ne renfermant plus ni z ni ses derivees , la 
fonction 9 aura necessairement la forme 






i68 CALCOL DBS VARIATIONS. 

ses derivees parti el les seront done 1 



i' -L 



Diflerentionsi ces equations par rapport a x , la seconde 
une fois, la troisieme deux fois, etc., et ajoutons^Ies apres 
avoir change le signe de la seconde, de la quatrjeme, etc., 
^nation, nous trouverons la fonction ^{z) exprimee par 
une suite de termes dont les suivants 

(^) a^^z -^ 4- — ^^ ~, . .± ^ 

ont deja la forme voulue (6). Les autres se groupent deuK 
a deux en bin6mes de la forme 

dP.anaZ^'i'^ d^.a^nZ^P^ 

dont chacun peut encore $tre ramene a la forme (6). En 
effet, soil p^q^ p — q =:r\ designons j^ar A, i, A trois 
nombres entiers positifs tels que A -|- / -f- /r = p -h 9, et 
A^A"', ecrivons pour siraplifier a au lieu dea^^, et posons 

en prenanl chaque fois le -signe superieur ou inferieur 
suivant que A — h est pair ou impair^ le bin6me quil 
s'agit de transformer sera 

Or ii est facile de s'assurer qu'un bin6me quelconque de 
la forme [A, A] se decompose en deux autres de la memo 
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forme, et qu'on a generalement 

[h,A] = [h- I, A] 4-[A - 1,^4- 4]; 
on aura done aussi 

[/^> 7] = [/? — N ^] -H [/? — 1 , 7 -+- 1 J. 

On pourra deeomposer de nouveau chaque lerme du se- 
cond membre en deux autres, et en continuant ainsi, on 
parviendra necessairement a exprimer [p, q] par une 
suite de termes qui rentrent dans I'une ou dans Tautre 
des formes 

[m, /w], [m -+- I, m]. 
Mais , en vertu des notations admises, on a 

[„,«,] = 2 — — , 

(8) {[/« + ..«!= ^^;^, ^, 



Ainsi les termes dont se composera d^finitivement [p? 9] 
et par suite le binome Xp^ auront tons la forme requise. 
On peut ajouter que I'indice du premier terme sera ^, et 

celui du dernier terme ou j suivaut que 

p -h ^ est pair ou impair. 

86. Nous pourrions nous contenter de ces indications 
generales, qui prouvent deja suffisamment la possibilite 
d'effectuer la transformation dont il s'agit ; mais comme 
la marche que nous venons dcisignaler conduit ires-faoi- 
lement au developpement definitif de [;>, </], nous ne 
laisserons pas de la suivre jusqu'au bout. 
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Oil trouve d'abord success! vement 

[P — ^^ ^] = [/' — 2, ^.]-f-[;?— 2, ry-M], 
[/' — 2, y] = [/? — 3,^]-f- [/> — 3, y-h i], 

[7-4-2, 9i = [9-t- i,gr] -h[y-+-i, 7+ ']; 

Oil a d'aillenrs, en vertu des relations (8) , 



2 



substituant, il viendra done 

(9) [/^>7]=^[^j^]-+-[^-H^^-+-i] 

ou 

[/^>^]=^[^» ^]+[^-+-i> 7-M]-+-R,, 

si Ton fait, pour abreger, 

R, =:[<7-4-2, 7-f- i]4.[^4-3, 7 4-i]4-. . .^.[y,— ,, .17.4-1]. 

Les differents termes de cette derniere equation, deve- 
loppes de la m^me maniire en serie de la forme (9), 
donnent success! vement 

. ■ 

[7-^2, 7-hi]=-[7H-i, 7-I-1], 

[q-h3, q-^i]=-[q-hi, y-hij-4-[^-l-2, 74-2], 

[<7-f-4, 94-i]=-[g'4-i, 74-1] -+-[7-4-2, 7-f-2] 



[/»— 1* 7-+-i]=-;[7-+-i, q-hi]-^[q-h2, 7-+-2] 

-f-[7-+-3, <y-4-2]4-.. . + [i» — 2, 7+4 
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En ajoutant ces equations en uombre p — q — 2:=:/' — 2, 
on trouvc 

Ri = - (r— 2) [^ H-i, 9 + 1] -4- (r— 3)[5' -+- 2, 7 4- 2] 4- R„ 

ou 

R2=(r— 4)[7 + 3, <3r ■+-2]4-(r — 5)[<7-h4> 7 *+■ '^] 
-+• . . . -f- I .[/? — 2, ^ -h 2]. 

Chaqiie terme de cette nouvelle serie pent se developper 
de la meme maniere, et ainsi de suite. Si Ton appelle 
Tip le coefficient du terme qui en a p avant lui dans Ic 
developpement de la/i'*"**' puissance du binome, en sortc 
que 

/I (/I — I ) 

I .2 

_ n (/g—O (/1--2).. .(/I — p-4-i) ^ 
np - «,._p_ ,.2.3. ..p ' 

si, de plus, on se rappelle la relation facile a veriiier . 

/ip4- rip+x = (« -4- i)/>4.i , 
qui donne Tune apris Tautre les egalites 

«o = (/I -4- I )o, 

/io4- («+ i), = («-!- 2),, 

«o -4- (/« -I- 1)1 -+- (« 4- 2)2 = (« H- 3)„ 

«o-h(«-h 1)1 -4- (/J -4- 2)2-1-. . . + («-f-p)^=:(«-4-pH- i)^, 
ou, en d'autres tennes, 

'?/i+ (/I +l)a+ (/?4-2);,-4-. . . -h(«-hp)n= («-+-p4- l)«+i> 
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OD trouvera successiveraent 

. . .-}-2j[/? — 3, y-l-3] 
= i (r-.3)2[9-+.2, 7 -{-2] -h (r~4),[i7-4-3, ^-f-3] 4- R3, 

^»=i(''-4)3[7 + 3, ^H-3] + (r-5)3 [7 + 4, 7 + 4] 
4-. . .-|-33[/? —4> ^-^4] 

= ^('— 4)4^ + 3, ry 4-3]-+- (r-5)3[74-4, ^4-4]-+- R,, 

etc. On poursuivra ces developpeinents jusqu'a ce qu'on 
ait epuise lous les termes, c'est-a-clire jusqu'a ce qu'on 
arrive a une expression qui n'ait plus besoin d'^lre^lrans- 
formee. Cette expression sera, dans le cas ou r est un 
nombre impair : 

• if r — I r — il 

dans le cas ou r est un nombre pair : ^ 

-J 

Si I'on substitue les valeurs de Rj, Rj, ...,[/?, ^] sera 
exprime par une serie dont les termes successifs renfenne- 
ront [9, 9], [94-1,74-1], [7 4- 2, <7 4- 2], . . . , mul- 
tiplies respectivement par les coefficients 

1, , + i(r-2), (r-3).4-^(/-— 3),, 
(r-4),4--(/' — 4)^»---» 
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ou par 

1 ir I r(r — 3) i r(r — 4) ('* — ^) 

2 2 1 2 1.2 2 I .2.3 

puisqu on a en general 

(r- p — i) p-i -H - (r— p -^ i)p 
I r(r — p — i) fr — p — 2)...(r — 2p-f. i) 

^2I» ""^ ^.1 ■■■■>■■■ Ilia ■■ ^^— ^-^^^■—^^^»^^^^— ^ ._ ■ ■ ■ iMi I , • 

2 I .2.3 ... p 

Remettant pour [/?, 9], [9, 9], [^-hi? ^-f-ij,... 
leurs valeurs, on aura done definitivement 



(10) 



«/a:f dx9 dafl i fir^^' 

r (r— 3) ^+'.tfi'-0z(?+2) 

1T2 SS+^^ 

r(r — 4)(r— 5) rf?+3;rt(r-e)2(?+3) 
1.2.3 iSF^ 



H--^^ --^^-^7;^ -r:rr. h-.., 



serie qui finit d'elle-m^me lorsque les derivees de a ces- 
sent d'avoir un sens, et ou Ton prendra le sigiie superieur 
ou inferieur suivant que la difference p — q = r sera 
paire ou impaire. Le dernier terme dc ce developpement 
sera dans le premier cas 






1- 
d 

=* 7- ' 

fl-4 — 
dx ^ 



et dans le second 

r — i / r — 1\ 
q^ Iq-i I 

a ,a z^ ' 



dx 






L'indice ^ H — = ? ou <7 H = 

'22 ' '2 
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qui affecte ce dernier terme, est necessairement in£6rieur 
a /I, puisque p est tout au plus egal a /i, el p^q. 
Cette observation est importante, car elle prouve que les 
bin6mes Z^^ qui font partie de 4>(z) et qu'on ramene a 
la forme. (6) par les developpements qui pr^cMent, ne 
peuvent contribuer en nen a la formation du terme 

— '—^^ — ) lequel, par suite, devra son existence unique- 

UJL 

ment au dernier des monomes (7). II est done demontre 
non-seulement qu'on peut developper 4> (^) en unes^rie 
de la forme (6), mais aussi qu'on aura dans le dernier 
terme de ce developpement, 

__ _ rf'(p 

A„ ^„n 



fh^")' 



87. Revenons a'l'expression ^ (z) que nous venons de 
mettre sous la forme 

^ d.T d.T^ dx" 

Si nous y rempla^ons z et ses derivees z'^ z"^ . . . , par une 
autre fonntion u et ses derivees u' ^ u"^ . . . , elle de- 
viendra 

Cela pose, nous aliens demontrer que la di(lf(£rence 

w4)(z) — z<^ (u) 

est une derivee exacle, quelles que soient les fonctions 
net z, 

Considerons en effet deux termes coiTCspondants quel- 
conques 

i — iyX u -^ 2 / J, 

^ ^ I dxP dxP ) 
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de cette difference, et rappelons-nous que, d^apres un 
theoreme connu du calcul differenliel, on a 



dP . An z(P) 
u ' — 



dxp 



= — 1 V I An zip) u(P) — ^ - — ^— 

( '^ I ax 

p{p— i) d\A pziP)u(P-') I 

I . 2 dx^ ) 

dP.kpUiP) , X I . , ^ , ^ P d.ApUiPHiP-") 

dxP \ J ^ P , ^^ 

/?(;?— i) d\Apu(P) z(P-') 

I . 2 e/jF^ 

si Ton re tranche la seconde equation de la premiere, et 
qu'on fasse, pour abreger, 

/ Uo = Ap[u<P)z(P) — u(P)z(P)] := O, 

U, = ^Aj,[ttCp)z(p-0 — u(P-')z'P)], 

I .2 '^'- -^ 



le couple de termes que nous considerons, deviendra 

, , \ dP.kpz'P) dP.ApUiP)f d l,^ dV, r//'-'U,J 

dxP dxP \ dx{ dx ^. r/.r/'-' \ 



Si, dans cetle equation, on donne successivement a p 
toutes les valeurs entieres depuis zero jusqu'a n etqu'on 
ajoute les differents resultals ainsi obtenus, on trouvera 
la difference u^ [z) — z^[u) exprimee par une suite de 
derivees exacles: cette difference sera done bien elle- 
meme une derivee exacte. 

88. £xaminons en parliculier la forme que prend la 
difference u^ [z) — z ^P (//), lorsqu'on y fail z = «/2:,, 
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Zi etanl une nouvelle fonction quelconque d^ x. Si, dans 
les equations (i i), on substitue a z et a ses derivees les 
valeurs 



z 




UZi 


9 








z' 




< 


-+- u'z^ , 








z" 

• • 


• • 


• • • 


• •••••• 


-+■ 
• . . 


• • • 


> 



' I ' 1.2 ' 

Ui , Uj , . . . , Up deviendront des fonctions lineaires de 
z\ , z", , . . . , 2, et le coefficient de z\'^ dans le developpe- 
ment de U^ sera 

—p[p-^i)...[p^ r-\-i) p{p —\) „:(p— 5-^1)11^?-^) u^P")\, 

expression qui reste la m^nie lorsqu'on permute entre 
eux les indices r, s, Ainsi Ui, Uj, . . . , Up seront exprimees 

par des equations lineaires en z\ , 2", , . . . , z\^^ , dans les- 

quelles les coefficients seront les m^mes sur les lignes ho- 
rizontales et sur les lignes verticales de m^me rang; il en 
r^sulte qu'on pent les representer par les derivees par- 
tielles d'une fonction '^^ homogdne, entiere et du second 

degre de «',, z" , . • . , ^\ t de sorte que 






Des lors, si Ton ajoute les equations (11) apres les avoir 
multipliees respectivement par -?,, z\^ 2*,. . ., z\^\ le 
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premier membre sera 2 (j/^, tandis que le second membrc 



se reduira a 



^ ( dxP dxP \ ' 



dP ,zzx , , dP.uz^ 

d.TP dxP 



on aura done 

(12) ^p='-^Ap\^u(P) 

valeur symbolique, ou abregee, de la fouctionhomogene du 

second degre en z'^ , ^1 ?•• • > ^ \ ? dont les derivees partielles 

represenlent les quautites Ui, Uj, . . . , U^. On obtiendra 
la valeur de ^^^ sous la forme definitive^ en remplacant z 
par uz^ et effecluant les differentiations indiquees. 

Les differents couples de termes dont se compose la 
difference a4>(z) — z4>(m), s'expriment ainsi par les de- 
rivees partielles de certaines quanlites (pi, if;,,..., ^fn? 

fonctions homogenes du second degre en ^', , ^'^ , . . . , z\'^^* 

* 

Done, si Ton fail 

4» = +1 4- ^I'a + . . . "In , 

r 

^ sera encore une fonction hompgene de z\^ z\^* . .^ -z I" 
du second degre, et l*on aura 

U est essentiel de se rappeler qu'un terme quelconque 
^j, de la somme ij^ == ttj -f- (|;, -f- . . . (|;„ ne renferme les 
derivees de z^ que jusqu'a Tordre p inclusivement , 

car il en resulte que le carr^ z^"'^ entre uniquement 

IV. 12 
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I 



dans le dernier lerme i|/„, oii il a pour coefficienl A„ /r, 

c'est-a-dire que Ton a 

I_ — A tt' 

I 

89. Admettons mainienant que u soit une valeur con- 
nue de z qui satisfasse a Tequalion diflerentielle 4> (z)=o, 
en sorte que 

* (tt) = o 

soit une equation identique, et faisons, pour abreger, 

*.(z.)=_^,(z,;+ — ^ ...±____, 

Tequalion (i3) donnera,en integrant, 

Le proced^ qui nous a conduits a transformer ^[z] 
[n^ 85), s'appliquera egalement a I'expression ^i('Z',)i 
puisqu'elle derive d'une fonction homogine ^ du second 
degre de la m^me mani^re que 4>(z) sededuit de la iouc- 
tion homogene y. Done, ^\{z\) pourra aussi sedevelop- 
per en une serie analogue a (6), et I'^quation precedente 
prendra la forme definitive 



(,4) /«*(.)rf^ = _B.z',-f.l:^_...±'''""'-^"'' 



dx //jc"-' 

Bi, Bi,. . ., B„ etant des fonctions de x, m, w', . . ., u^"^ 
faciles a calculer dans chaque cas particulier. Notons ici 
seuleroent que la derniire de ces fonctions, en vertu de ce 
qui precede, aura pour valeur 

B„= rT-= A„tt^ 
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90. En resumant les resultats auxquels nous sommes 
parvenus, nous pouvons maintenant enoncer les deux 
theoremes suivants : 

Th^oremis I. — Si (p est une fonclion homog^ne du 
second degre en z, z\ ^", . . . , z^"\ Texpression 

^^'> — d^^~d^' — ■■■'^ «&" 

sera une fonction lineaire de 3, .z', z '',... ,^(*'*\ qu^on 
pourra mettre sous la forme 



• • • 



cLr d,r^ dx" 

el Ton aura 



A„ = 



d^ 



dzi")' 



Th^oreme II. — Si li est une valeur particuliere quel- 
conque de z qui satisfait a Tequation differentielle 

et qu'on fasse z = mzj, le produit m 4>(z) sera une deri- 
vee exacte, quelle que soit la fonction z, ; son ijategrale 
prendra la forme 

et Ton aura 

B„ = A„ «'. 

91. Ces deux theoremes nous serviront a effectuer les 
transformations necessaires pour mettre en evidence le 
signe de la variation seconde 5'S. Lorsque les valeurs 
limites de x, y, f ', /'', . . . ,/"~* sont fixes, cette variation 

12. 
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est, comme nous Tavons dej^ vu, 



nJx, 



et I'on a, d'apres la signification connue de (P), 
^ ^ dx dx^ dx" 

Or, en faisant, pour abreger, 
on trouve 

Les seconds menibres de ces equations sont evidemment 
les derivees partielles de la fonction homogene du second 
degre 

I . 

a = -♦Hoo ZZ -+- floi as' + «02 22" -f- . . . -f- flrofi28('*J 

-h - a,, zV-h anz'z" -+-...-+- ai„z'z("\ 

2 



-«„««(« )zH, 

2 



c*est-a-dire que 

^P = f(2), (yp, = /(z'), (yp,= cp'(z"),.. , ^P„ = (p'(z(»)); 
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on aura par consequent 



expression a laquelle, en verlu du theoreme I, on pent 
donner la forme 

d,k.,z' d\K,z" .d^.Anzi"") 

djc dx^ da^ ^ ^' 

et la variation seconde deviendra 



(i5) ^'S 



[ z^[z)dx, 

X. 



Nous savons d'ailleurs que $(P) =;=<I>(^) =^o est une 
equation difierentielle a laquelle on satisfait de ]^a ma- 
niere la plus generale en donnant a $jr ou a ^ la foriQe (4)9 
en sorte que, si Ton fait 

df df df 

dax aa^ da^n 

on aura identiquement, ou pour des valeurs quelconques 
de x, 4>(u) = 0^ d'ou Ton conclura, d'apres le theo- 
reme II, que u^[z) est la d^rivee exacte d'une expres- 
sion de la forme 



dans laquelle 



Z — — .' ltZ\ m Z . «.— 



u 
dx 



Comme la fonction z et ses d^rivees z\ jz", . . ., jg^""*^ 
sont nulles aux deux limites de I'integrale, en vertu de 
ri^ypothese admise n^ 81, il en sera de m^me de z^ et de 
ses derivees jusqu'a Tordre n — i , du moins si Ton choisit 
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les constantes ai , a^ , . . . , de maniere que u ne soil nul 
pour aucune des limites. 

92. Cela pose, si nous renipIa9ons z par i/Zi, nous 
trouverons, en integrant par parties, 

ou simplement 

5's= I V,<i),(2;)«fc, 

puisque Zj , comme nous venons de le dire, est nul aux 
deux limites de Tintegrale. 

Gettr nouvelle int^rale se transformera de la meine 
maniere, dcis qu^on aura trouve une valeur quelconque 
dez', qui satisfasse a Tequation dilFerenticlle 4>i(3'J = o. 
Or, comme 

^ ' dx 

a chaque valeur de z qui rendra ^(2) nul, correspondra, 
en vertu de la relation z = w^j , une valeur de z^ qui ren- 
dra 4>i (z'j) constante, et si nous posons 



df df df 

~j ^ h 1 f- •••-+- Pan -7— 



''^^^-xr-^h-iz -^-•••"+-P»«-3r-' ^^^w*'., 



/Sj , jSj , . . . , etant un nouveau systeme de constantes arbi- 
traires, Tequation 4>(2) = o setrouvera satisfaite quand 
on donnera a z la valeur P', ce qui revient a remplacer z\ 
par m', . Done la valeur \^\ de z\ reduira lafonction ^\{z\) 
a une constante, ou fera qu'elle ne depende plus de x, 
mais uniquement des valeurs attribuees aux constantes 
arbitraires a, (3, dont on pourra disposer de maniere a 
rendre cetie fonction nulle, ou a verifier identiquemeiit 
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l^Ajuaiiou 4>i(i/'J = o. Des lors enfaisant 



2. ==*'.Za, 



on conclura du theoreme II que vf\ ^x{z\ ) est la derivee 
exacte d'une expression 

et qu'ainsi une nouvelle integration par parties rameiiera 
la variation seconde a la forme 

I z\<i>,[z\)da: , 

A chaque valeur de z\ qui rend ^\(z\) nul, correspond, 
en vertu de la .relation z\ = v^^ z\ une valeur d% -z'^ qui 
reduira ^i(z^) a une constante; or si Ton pose 



t I 



df df ■ df 

on pourra disposer des nouvelles constantes- arbitraires 
7i 5 7s ? • • • 5 de mani^re a verifier Tequation 4>i(w/J = o ; 
done iv^j sera une valeur de ^^ qui rendra la fonction 
4>2(2^) independante de x^ et qui par une nouvelle rela- 
tion convenable entre les constantes arbitraires rendra 
cetle fonction nulle, en sorte que requalion4>g(w2) = o 
sera idei^tiquement verifiee. Des lors, si Ton fait 

n N jt 

la variation seconde prendra la forme 






(17) ^^s= I <*,(z';v^- 

Une nouvelle transformation semblable conduira a 
exprimer la variation seconde par une nouvelle fonction 
indeterminee ^7? ^^ amenera an nouvelles constantes 
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arbitraires, li^es entre ellespar trois equations de condi- 
tion. En continuant ainsi, on arrivera necessairemeDt 
a. une equation 

(i8) J»S=/ zi"'*„(zi"')ai, 

*J X 
1 

clanslaquelle4>„(z|^ ) aura la forme Qn/'*^ Le coeflScient 
Q„ est d'ailleurs facile' a determiner, car on a 

A„ =: j-^, B„ = A„w% C„ = B„p;\ D„ = C„«^f , etc., 



et par suite, 



rf»V 



•i.r-»M 






3 



f{y(n)i 



I 2 



• > 



valour qui, substituee dans la variation seconde, lui fait 
prendre la forme 

93. Avant de tirer de cette forme dernifere de 5*S des 
conclusions definitives, il est bon de rappeler les substi* 
tutions qui y ont conduit, et de passer en revue les di- 
verses formules qui doivent servir au calcul du facteur 

uvf\w\ . . . z^^\ Soit toujour s 

Fexpression la plus generale de jk en a: qui satisfasse a 
Tequation differentielle de I'ordre aw, (P) = o, et dont 
on a determine les 2« constantes arbitraires ai , a*, • • • 
de maniere a rendre nulle la variation complete de Tin- 
tegralc S=fVdx. Pour amener la variation seconde a 
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la forme voulue, on ecrira d'abord les n equations 

Af df df 

i. df r. df ^ df 

(20) / ^ da^ ^ da I ^ da^n 

df ^ df ^ ^ df 
rfa, doi da in 

dans lesquelles a, j3, 7, . . . sont des constantes arbitral res 
en nombre an'; ensuite on fera successivement- 






r,.i / «p'',=p>;,..., «, = ».',z',. 






9 



et Ton tirera Tune apris Tautre de ces equations les va- 
leurs des quantites «, i^\ , •^v'^^ , . . . exprimees au moyen des. 

fonctions -— » -r-? • • • ? -r—y et des constantes a, 6, y, . . . . 

Ces constantes ne sont pas tout a fait independantes les 

unes des autres, car elles doivent satisfaire aux — ^ 

1.2 

equations suivantes : 

( *t(^) = o, <D,{«'',)=o, 

(^2) <!•,«) = 0,..., 

I y 

les fonctions 4>i, ^j, . . . , etant definies par les equations 

fu<P{z)d.T= —^.(z'J, /f>,(z,) =: — *2«),. ... 

Ajoutons que le nombre de constantes reellement inde- 
pendantes eprouve encore une reduction considerable par 

Ic fait que le produit "t^, w'^ . . . z^^^ ne renferme que des 
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combinaisons particuliires de a, {3, 7, . . . , ou plut6t seu- 
lement les rapports de ces combinaisons, entre lesquelles 
il existe en outre un certain nombre de relations iden- 
tiques. Nous ne pouvons signaler ici que d'une maniere 
vague cette reduction , qui se presente d'ailleurs d'elle- 
m^me dans les cas particuliers. 

Le facteur z^^^ , le seul qui depende de ia variation 3j 

ou -z, est une fonction lineaire de 2, z', 2'', . . . , z^"^ 
comme on le prouverait sans peine en exprimant succes* 
sivement z^^ z\^, , . en 2 a Faide de la derniere qolonne 
des equations (21), auxquelles on pent donner la forme 



u 
dx 



di^ 



da: 



94. La theorie des determinants fournit du reste un 

moyen tr^s-simple d'exprimer le produit wt'^^iv", . . .2^" 

en fonction de w, i^, w, . . • , -z, comme I'a prouve M. Hesse 
[Journal de Crelle. t. LIV, p. 227 et suiv.) dans un ex- 
cellent Memoire, auquel nous avons emprunte une partie 
des developpements qui precedent. M. Hesse commeDce 
par enoncer le theoreme suivant : 

« En designant par a,i,c,..,,/j-hi fonctions d'une 
seule variable et par «', a", . . . , a^"^ les derivees succes- 
sives de la premiere fonction^, par fe', &", . . . , i^"^ celles 
de la seconde , etc. , on a 



(lb) (\by...{'ybY^) 
(Ac) (ley. ..(ic)w 



= X"-*-' 



b b'...b^-) 
c c' . . . cf«) 



X etant une constante ou une fonction quelconque de la 
variable independanle. » v 
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On etablirait sans peine ce theor^me en developpant 
les derivees qui entrent dans le premier membre, et s'ap- 
puyant de ces deux proprietes connues des determinants : 
1^ qu'on peut ajouter ou retrancher a tous les elements 
d'une m^me colonne des quantites respectivement pro- 
portionnelles aux Clemens d'une autre, sans alterer la va- 
leur du determinant; a^ que si Ton multiplie chaque 
element d'une colonne parun m^me facteur X, le deter- 
minant entier se trouvera multiplie par 1. 

Cela pose, considerons le determinant 



D = 



V v' . . . pC") 
w w' . . . w("^ 

z «' . . . «("> 



rcmpla^ons u, i^, tv, . . . 2 par leurs valeurs, 



U. l^ Utfi. UWy uz 



I J • • • J 



lirees de la premiere ligne des (equations (21), il vieiidra 



D = H"-^' 



I H 



. ,v 



in) 



I If (n) 



I tf (n) 



Substituant a p'', , iv, , . . . , z\ leurs valeurs 



^•»» ^^'il---? "'.-5> 



lirees de la seconde ligne des equations (21) , on trouvera 



]88 

de m^me 
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D = 



I 






w 



in) 



x«) 



3 • 



et, en continuant ainsi, on arrivera enfin a Tequation 

(23) D = ««+' P' V"-' . . . 2^"^ 



Le determinant 



D„ = 



I 1 



qui se deduit de D en supprimantia derniere ligne et la 
derniere colonne, se reduira de m&me a 



D„ = a«p; 



n ,/«-•,.. //«-•» 



W 



En divisantle premier determinant par le second, on aura 



(24) 






/ II (w) 

' * /I • 



c'est la yaleur cherchee du produit en question, et la va- 
riation seconde deviendra, par consequent, 



(25) 



j»S= / — — — dx. 



La variation dy oxjl z^ avec ses derivees, en ire unique- 
ment dans le numerateurD, et si I'on represente par Dp 

la derivce ? laquelle a son tour est un determinant 

independant de z, 2', . . . , 3^"^ le rapport des deux deter- 
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minants contenus dans d*S s'exprimera ainsi : 

95. Cette discussion a ete necessairement unpen longue, 
jnais par compensation les conclusions qu'on en tire sont 
tres-simples. La forme (19) ou (sS) a laquelle nous avons 
pu ramener la variation seconde de I'int^grale / V^ir , 
prouve, en effet, que le caractere distinctif du maximum 
et du minimum se trouve uniquement dans la deriv^e 
partielle du second ordre 

Si cetie derivee reste toujours positive ou toujours ne- 
gative entre les limites de I'integrale pour la relation entre 
X etjr soumise a I'examen, cette relation correspondra 
dans le premier cas a un minimum, dans le second a un 
maximum de I'integrale^ mais si elle change de signe 
entre les limites dont il s'agit, il n'y aura ni maximum 
ui minimum. Dans ce cas, en effet, on pourrait ^videm- 
ment disposer de la fonction arbitraire z ou dy^ contenue 
dans le facteur D, de maniere a rendre a son gre la partie 
positive de I'integrale (aS ) plus grande ou plus petite que 
la partie negative, et par consequent la variation seconde 
^*S serait elle-meme susceptible de changer de signe. 

Dans ce que nous venons de dire, nous avons suppose 

d^V D 

implicitement que ni la derivee -rr-r' ni le facteur ~- ne 

deviennent infinis pour aucune valeur de x comprise entre 
les limites- J?!, x^^ et nos conclusions ne seraient plus legi- 
times s'il en etait autrement, parce qu'alors la variation 
seconde cJ*S pourrait elle-m^me devenir iniinie, ce qui 
rendrait incertaine I'existence du maximum ou du mini* 
mum. La regie que nous avons ^noncee ne sera done rigou^ 
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reusement etablie, qu'autant quMI sera demonlre qu^on 
peut irouver pour les constantes a, (3, .^. . , «!, (3,, . . ., un 
sy Sterne de valeurs qui satisfasse a la fois aux conditions 
( 22) et qui ne rende D„ nul pour aucune valeur de x com- 
prise entre les limites de I'int^grale. La'question de recon- 
naitre s'il existe ou non uq pareil syst^me de valeors, est 
en realite la partie la plus delicate de la theorie de Jacobi, 
et elle attend encore sa solution g^n^rale. 

Nous n'avons plus a examiner ici le cas ou — pourrait 

elre constamment nul entre les limites de Tintegrale, car 
nous avons deja fait remarquer, au commencement de 
cetlelecon, que si Ton pouvait admettre une valeur de 3j 
qui rendit constamment nulle la fonction 30US le signe 
integral dans la variation seconde, on nVurait affaire ni 
a un maximum ni a un minimum de Tintegrale proposee. 

96. Apres avoir expose la metliode generale par la- 
quelle on distingue les maxima et les minima des inte- 
grales simples, renfermant une seule fonction inconnue/ 
avec ses derivees successives jusqu'a un ordre quelconque, 
nous allons faire I'application de cette methode aux cas 
particuliers les plus ordinaires. 

Supposons d'abord que dans Tintegrale 

8=1 Vi^.r, 






dont il s'agit de trouver le maximum ou le minimum, V 
ne renferme que xe\.y\ soitde plus 

la valeur de y qui rend nulle la variation premiere de 
Tintegrale, la variation seconde se reduira, pour cette 
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Illume valeur de y^ a 






d'ou il resulte immediatement que le maximum ou le 

minimum a toujours lieu, lorsque la derivee -— reste 

constammenl soil negative soil positive, sans devenirin- 
finie, mais qu'il n^ a? ^V^ conlraire^ ni maximum ni mi* 
nimum toutes les fois que cette derivee change de signe 
entre les limites de Fintegrale. 

97. Considerons en second lieu lecas ou la fonction V 
dans Tintegrale fNdx renferme x^y^^ . Soil 

la solution qui rend nuUe la variation premiere; desi- 
gnons, pour abreger, par Tj, ;•« les derivees partielles -—-♦ 

■J-' Nous avons vu (n° 82) qu'en donnant a dr la valeur 

^i'*! -4- ^j''«5 «i> «t etant des constantes arbitraires, on 
rendrait nulle la variation seconde 5*S, et qu'ii n'y aurait, 
par consequent, ni maximum ni minimum, si $y pouvait 
recevoir celte valeur dans les conditions du probleme, qui 
exigent que dy soit nulle aux deux limites de Tintegrale. 
La premiere condition du maximum ou du minimum est 
done que Tequation 

r, a, 

a,r, H- ajrjnr o, ou — = = w, 

r^ a, 

m etant arbitraire, ne puisse avoir lieu a la fois aux deux 
limites de I'integrale, ni m^me pour deux valeurs quel- 
conques de .r comprises entre x^ et j:,, c'est-a-dire que le 
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rapport - ne passe pas deux fois par une meme valeur m, 



lorsque x augmente continuellemeut depuis x^ jusqu'a 0:5 . 
Si cette condition est remplie , on examine de plus 
pris la variation seconde 



I 

X. 



laquelle, en faisant z = 3y et « = a, r, H- a, rj , prend la 
forme 






W 







r, aj 


0, 


ou 


— m 

A-a a, 



Gomme la variation seconde ne pent non plus devenir 
infinie, sans que Texistence du maximum ou du mini- 
mum soit compromise, il faut en second lieu qu^on puisse 
assigner aux constantes arbitraires ai, cn^ des valeurs 
telles, que le denominateur u ne s'^vanouisse pas, c'est- 
a-dire que I'equation 

a, r, -h &.^r2- 

ne soit verifiee pour aucune valeur de x comprise entre 
Xi el Xt* Or cfila est toujours possible pourvu qu'il existe 

une valeur que le rapport - ne prenne pas entre les li- 
miles de Tintegrale, puisqu'il suffil alors de donner a m 
ou a ' precisement cette valeur. La nouvelle condi- 
tion du maximum ou du minimum est done que le rap- 
port - ne prenne pas, entre les limites de Fintegrale 
toutes les valeurs possibles depuis — 00 jusqu'a 4- 00 . 
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Le rapport - jouit d'une propriete remarquable que 

nous allons indiquer. Gomme r^ et r^ aussi bieu que la 
foDCtion plus gen ^r ale «! Tj + ocj Tj sont des valeurs de d^y 
ou de z qui rendraient nuUe I'expression $ (P), a laquelle 

d.A z' 
on pent donner la forme AoZ -r^y on aura idenli- 

quement 

d,Air\ d,kxr\ 
A.r.-::_^— =o, A.r, ^- = O , 

ou bien, en eliminant Aq et integrant, 



dx A| rj 

Cette derniere equation , dans laquelle C est une^^coii- 

d^y 
stante arbitraire, et Ai = -7-77 ? monire que la derivee de 

r . d^\ 

- ne change pas de signe quand —^ n'en change point, 
Tj ay 

ce qui d'ailleurs est une des conditions essentielles du 
maximum ou du minimum. II en resulte que le rapport 

- est sans cesse croissant ou decroissant 5 que s'il est crois- 

sant, apres avoir atteint la valeur -4-- 00 , il passera brus- 
quement a — 00 pour croitre de nouveau 5 que s'il est 
decroissant apres ^tre devenu egal a — 00 , il deviendra 
subitement H- 00 pour decroitre encore; de sorte qu'il ne 
pourra reprendre la meme valeur sans passer successi- 
vement par toutes les valeurs possibles comprises entre 

- 00 et H- 00 . Ainsi les deux restrictions impos^es a - 



^1 
r2 



par la condition que la variation seconde ne devienne ni 

nulle ni infinie, se confondent en une seule. On voil en 

IV. 1 3 
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m^me temps combien il est essentiel que les limites de 
rintegration ne soient pas trop etendues. En effet, si I'on 
fait crottre la variable x a partir de la limite inferieure 

Xi, le rapport - croitra ou decroitra d'une maniere con- 
tinue et pourra, apr^s avoir passe une fois par Tinfini, re- 
prendre, pour une certaine valeur de x, la valeur qu'il 
avait pour a: = Xi •, cette seconde valeur de x est la li- 
mite superieure jusqu^a laquelle ou an dela de laquelle 
rintegration ne doit pas s'etendre, pour que le maximum 
ou le minimum puisse avoir lieu. 

Ces conditions preliminaires ^tant remplies, I'int^- 

grale S sera un maximum si la derivee -r-7-j reste con- 

stam'ment negative, un minimum si elle reste constam- 
ment positive; mais I'integrale ne sera ni maximum ni 
minimum si la derivee dont il s'agit change de signe 
entre les limites x^ et x^, 

98. Considerons encore Tintegrale f\dx dans laquelle 
V est fonction de Xy y , y', j''; admettons que 

soit la forme de y qui rende nuUe la variation premiere 

$S; designons, pour abreger, par z la variation Sy^ par 

1 1 . . . 11 df df df df 

^u ^tt f'z'i ^k les derivees partielles -j—^ t-? -r-? -;— ^ et 

^ doy dOi da^ da^ 

posons 

a = a, /•, -4- a, Tj -h a, r^ + a4 r« , 

P= p,r,-|-p,r,-|-psr3-|-p4'-4, 



D = 



u u' u 



ft 



V 



Jl 



.ff 



D,= 



u u 
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la variation seconde prendra la forme 






Entre les huit constantes «, (3, il existe [(2a),n°93] 
une certaine equation de condition ipi(i'',) = o, que nous 
n'examinerons point ici. II est d'ailleurs facile de voir 
que ces constantes n'entrent dans les determinants D et 
Ds que par les six combinaisons 

a, Pj — ajpi, a, pj — ^3 fi , «! P4 — *4 pi > 
0-1 Pa — as Pa > «> P4 — «< p, , a.^ p^ — «! P» > 

liees entre elles par une relation identique; car si) au 
produit de la premiere et de la sixieme combinaison, on 
ajoute celui de la troisieme par la quatrieme, on retrouve 
identiquement le produit de la seconde par la cinquieme. 
Ajoutons que la variation seconde $*S ne contient que le 
rapport de ces combinaisons, de sorte que le nombre des 
constantes reellement arbitraires se reduit k trois, 

Cela pose, pour Texistence du maximum ou du mini- 
mum, il faut : 

I** Que ^y n'admette pas de valeur qui rende nulle la 
variation seconde J'S, c'est-a-dire qu'il n*existe pas de 
valeurs des constantes a,, aj, aa, «4j diiferentes de zero, 
au moins quant a quelques-unes d'entre elles, qui puissent 
verifier T equation 

«! r^ -H aa r, -f- aa Ta + ai r4 = o 

aux'dcux limites de Tintegrale, ou, en general, pour 
deux valeurs distinctes de x comprises entre ces limites^ 
2^ Que la variation seconde ne devieijiie pas infinie, 
et, en particulier, qu'on puisse assigner aux constantes 
a, j3 des valeurs qui ne rendent nul le denominateur 

i3. 
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Dg = Mt^ — uV, pour aucune valeur de x comprise eiitre 

3** Que -7-^ ne change pas de signe enlre les limites 

de rinlegrale. 

Si ces trois conditions sont remplies, il y aura maximum 

ou minimum, suivant que la derivee -7-^ sera negative ou 

positive. 

Nous ne parlerons pas ici de la distinction des maxima 
et minima des integrales doubles; les indications quon 
a donnees k cet egard n'ont guere d'utilite pratique, 
parce qu'elles reposent sur Tihtegraiionde certaines equa- 
tions aux derivees partielles, integration qu'oii ne sait 
presque jamais effectuer. 
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SECONDE PARTIE. 

APPLICATIONS A LA GfiOM^TRIE ET A LA MfiCANIQUE. 



NEUVlfiME LECON. 

Recherche de eourbes planes ay ant des proprietes de maximum ou mini- 
mum. — Ligne la plus courte entre deux points. — Gourbe de longueur 
donnee renfermant I'aire maxima. — Gourbe qui engendre la surface 
de revolution minima. — Courbe de longueur donnee qui engendre la 
plus grande ou la plus petite surface de revolution. — Courbe de lon- 
gueur donnee qui engendre le solide de revolution du plus grand ou 
du plus petit volume. — Courbe g^neratrice de la surface de revolution 
qui sous une etendue superficielle donnee renferme le plus grand ou le 
plus petit volume. 



99. Parmi les applications du Calcul des variations 
a la Geometrie, les plus simples sonl celles ou Ton cher- 
che des eourbes planes jouissant de certaines proprietes 
de maximum ou de minimum. L'equation de la courbe 
etant rapportee a un syst^me de coordonnees rectangu- 
laires x, y, la question revient toujours a determiners^ 
en fonction de x de maniere a faire acquerir k une cer- 
taine integrale ou a une certaine expression definie sa 
plus grande ou sa plus petite valeur. La marche a suivre 
pour resoudre toutes les questions de ce genre ayant ete 
expliquee avec detail dans la sixieme lecon, il nous suffira 
de passer en revue d'un coup d'oeil rapide les formules 
dont nous aurons besoin. 

Dans les problemes dont la resolution sera I'objet de 
cette lecon, I'integrale qu'il s'agit de rendre maximum 
ou minimum ne renferme avec la variable x et la fonc- 
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lion j^ que la derivfe du premier ordre y' . La question a 
resoudre est done celle-ci : 

Etant donrtee une fonction V de x^y^ y\ trouver la 
relation entre y el x pour laquelle IHntegrale 



I ydx 



devienne maximum ou minim,um. 

Si I'on appelle P, Pi , les derivees partielles de V rela- 
tives SLy^y^^ la variation complete de Tint^grale sera 



^^-i"!"-^)'--" 



-4- 






La forme cherch^e de la fonction y doit rendre 3S nuUe 
et par consequent satisfaire d'abord a Fequation differen- 
tielle du second ordre 

laquelle, par deux integrations successives, donnera la 
relation cherchee entre a*, y^ avec deux constantes arbi- 
traires. 

L'equation (i) s'integre immediatement une premiere 
fois lorsque V ne renfi^ame pas la variable x, mais seule- 
ment y^ y^ et elle conduit alors (n^ 61 ) a Tequation 
diflKrentielle du premier ordre 

(2) V-P,r' = ^, 

c etant une constante arbitraire. 

Lorsque V ne renferme pasj', on a P = o, et Pequa- 
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tion (i), devenue -T—^ = o et integree, doiine 



P, = coDStante . 

Dans le cas plus particulier encore ou V et par conse- 
quent Pj est fonction de la seule deriveey', il en resulte 
y' = constante, et, par suite, en designant par a eib des 
constantes arbitraires 

equation d'une droiie qui est alors la ligne cherchee. 

Les equations aux limites se modifient selon les res- 
trictions imposees aux valeurs limites de a:, y, ou aux 
points extremes de la courbe cherchee. On remarque sur- 
tout les cas suivants : 

1° La courbe doit etre menee entre deux points fixes. 
— Les valeurs limites de x^y^ etant donnees, la variation 
(JS ne fournira aucune nouvelle colidition relative aux 
limites. 

2° La courbe doit etre menee entre deux droites fixes 
paralleles a Vaxe des y. — Les valeurs limites de x 
etant donnees et celles de y restant variables, on aura 
(n** 57, I**) les nouvelles conditions 



P,=:o, J P. = o; 



on les enonce plus, simplement el) disant que inequation 

(3) P. = o 

doit fetre verifiee aux deux limites de la courbe. 

3^ La courbe doit etre menee entre deux droites 
fixes paralleles a Vaxe des x, — Les valeurs limites de 
y etant donnees et celles de x restant variables, on aura 
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(n*^ 57, 3°) les equations aux limites 

/X IX. 

(v-p,jr') = o, / (v-p,y 



) 



ou[,^plus simplement^ 

(4) v-p,y = o 

pour chacune des limites de la courbe. Dans le cas parti- 
culier ou V ne renferme pas x, nous avons vu que Fe- 
quation gen^raie de la courbe prend la forme V — P, j-'= c; 
la condition (4) exige alors qu'on ait c = o. 

4** La courbe doit ^tre menee entre deux lignes quel- 
conques, — Soit j" = f (a:) I'equation de I'une ou de I'autre 
de ces lignes \ les coordonnees de Textr^mite correspon- 
dante de la courbe etant assujetties a verifier cette m^me 
equation doiveut en outre (n° 57, 4°) satisfairea celle-ci 

(5) V-[^'-f'(x)]P. = o, 

condition qui, en vertu de Tequation (2), se reduit sim- 
plement a c -|-Pif'{^) =0, lorsque V ne contient pas x. 

Les Equations aux limites, jointes aux restrictions posees 
a priori, serviront toujours a determiner soit les points 
extremes de la courbe, soit les constantes arbitraires con- 
tenues dans son equation. 

Les formules simples que nous venons de rappeler 
suffisent a la resolution des problemes suivants : 

PROBLEME I. 

100. Trouver la ligne la plus courte entre deux 
points donnes. 

La longueur d'une courbe plane etant en general ex- 
prim^e par I'integrale 



t/X. 
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il Skagit de determiner j' en fonction de x de maniere que 
cette inl^grale soil un minimum. En conservant les no- 
tations du numero precedent , on a 

V==v^H-7'S P = o, P.= ^ 



et Inequation indefinie P -7-^ = o devient 

--— = o , ou Pi = constantc. 
dx 

II en resulte 

et en integrant 

(1) jrz=ax-{-by 

equation d'une droite qui estla llgne cherchee. Les con- 
stantes arbitraires a et b seront determin^es par la con- 
dition que la droite doit passer par les deux points 
donnes. 

L'examen de la variation seconde (n° 97) montre que 
le minimum a reellement lieu, pourvu que les deux con- 
ditions suiyantes soient remplies, a savoir : i** que le 

rapport des deux derivees •4-'> -tt'OlQ prenne pas la m^me 

valeur pour deux valeurs difFerentes de x^ comprises 
entre les limiles de Tintegration 5 tP que la derivee par- 

tielle du second ordre -7-7^ reste constamment positive 

entre ces m^mes li mites. Or, on a dans le cas actuel 

da d^W I 
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valeurs qui satisfont ^videmment aux conditions dont il 
s'agit. Done la solution (i) correspond a un vrai minimum 
de I'integrale proposee. 

Considerons maintenant quelques modifications du 
problime que nous venons de resoudre. 

i^ Si Ton ne fixe que les li mites de x, en laissant inde- 
terminees les valeurs limites dey, ce qui revient a cher- 
cher la ligne la plus courte entre deux droites paralleles 
a Taxe desj^, Tequation indefinie (i) restera la meme el 
Ton aura en outre 

P, = o, ou y=Oy 

pour les deux limites, ce qui prouve que la ligne minima 
est perpendiculaire aux deux droites parallMes. 

2® Si Ton fixe, au contraire, les valeurs extremes dej", 
sans determiner celles de a?, c'est-a-dire si I'on cherche 
la ligne la plus courte entre deux droites donnees paral- 
leles a Taxe des a?, Fequation 

qui alors aura lieu aux deux limites, donne 

— =====0, ou ^'=00, 

et prouve ainsi que la ligne cherchee est encore perpen- 
diculaire aux deux droites donnees. 

3° Considerons enfin le cas plus general ou les ex- 
tremites de la ligne cherchee sont seulement assujetties a 
se trouver sur deux courbes donnees. Soit jrr= f (a:) Fe- 
quation de Tune de ces courbes, par cxemple de celle qui 
correspond a la limite inferieure, de sorte que la fonc- 
tion J" soil assujettie a priori a la restriction 



/x 
'{r-f(^)} = oj 
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on aura pour la m^me limite la condition 

V— [r'-f'W]Pi=o» o" n-/r(a:) = o, 

et on en conclura que la ligne cherchee, qui est toujours 
une ligne droite , est normale a chacune des courbes li- 
mites donnees. 

Probleme II. 

iOI. Une courbe plane etant donnee, trouuer une 
seconde courbe de longueur donnee et telle ^ que Vaire 
comprise entre les deux courbes soit un maximum. 

Soity = f (a:) Tequation de la courbe donnee; Taire 
qu'il faut rendre maximum, et la longueur de Fare qui 
doit Tester constante, etant exprimees respectivement par 
les int^grales 

le probleme se reduira a chercher le maximum absolu de 
la somme 

I '|j— f(x)-;cv/i-f-yl^, 

^Jx^ 

c etant une quantite constante, mais inconnue, dont on 
disposera a la fin du calcul de maniere que Tare de courbe 
chercbe ait la longueur requise. On aura 



v=^— f(x)-cv^7T?^, P=i, Pi = 






dV 

la formule P ^-^ = o donnera successivement 

ax 

dtz(x — a)dx 
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et , en integrant , 

equation d'un cercle qui est la ligne cherchee. 

Puisque les extremites de I'arc doivent se trouver sur 
la courbe donnee, les valeurs limites AeXyy sont liees 
entre elles par les conditions 

/X IX 

'i>-f(x)]=o, ^ \y-i{x)]=o, 

dont il faut tenir compte dans la recherche des equations 
aux limites. On trouve alors (n® 57, 4^) pourchacune 
des limites 

V — [/ — r(:«:)lP. = 0, 

ou 

(2) ,-h/r(x) = o, 

equation qui exprime que les deux courbes sont normales 
Tune a Fautre aux points deleurs intersections. 

II en resulte, en particulier, que si la premiere courbe 
est une droite, la seconde, dont la longueur est donnee 
et qui circonscrit avec la premiere la plus grande aire 
possible, sera une demi-circonference. 

Nous avons suppose, dans ce qui pr^cide, que les points 
extremes de Tare cherche pouvaient se deplacer sur la 
courbe donnee j^=f(a:). Si, au contraire, ces points 
etaient entierement fixes, il n'y aurait plus d' equation 
aux limites, etles constantes a, i, c seraient determinees 
par les conditions que Tare de cercle doit passer par les 
points fixes et avoir entre ces points une longueur donnee. 

Probleme III. 

102. Entre deux points donnes^ mener une courbe 
telle J que la surface engendree par sa resolution autour 
d'un axe donne soit un minimum. 
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Si Ton prend Taxe de revolution pour axe des x, I'in- 
tegrale qu il s'agit de rendre minimum est 



On a done 



I 



*. 



v=rV'i+/% P = Vi+/S P.= 



r/' 



et la fonclion y doit satisfaire a I'equatioQ - 

Or, comme V ne renferme pas explicitement la variable 
independante a:, cette equation differentielle du second 
ordre s'intigre imm^diatement une fois (n** 61 ) et donne 

ou, en substituant les valeurs de V et de Pi , 
a etant une constante arbitraire. II en resulte 
et, en integrant de nouveau, 



,_6 = ±«,l±VzLz:±', 

h etant une nouvelle constante arbitraire. De cctte der- 
niere equation, on tire successivement 

±iri 

J -+- Vj' — «' = ^^ ** » 

a; — h 



y — ^jr^ — a} z:z ae ^ ; 
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et par suite 



/ x—b x — b \ 



(-) r , 

equation d'une chainette, qui est la courbe chercbee. Si 
Fori appelle directrice la droite par rapport a laquelle la 
chatnette a la propri^l^ caracteristique d' avoir son rayon 
de courbure egal a la normale, on peut ajouter que la 
cbainette a pour directrice Taxe m^me de revolution. 

Les limites de Tintegrale, ainsi que les valeurs limites 
de^, ^tant fixes, il n'y a pas d'^quations aux limites; on 
disposera alors des constantes a et i, de maniere a faire 
passer la cbainette par les deux points donnes. Si ces 
points n'etaient pas fixes, mais seulement assujettis a 
se trouver sur deux courbes donnees, et que j = l[x) 
fut Fequation de Tune ou de I'autre de ces courbes, on 
aurait pour la limite correspond ante 

V-^[/ — f(x)]P.=o, ou i-+.yf(a:) = o; 

la cbainette devrait done &tre normale a cbacune des 
courbes limites. 

103. JN^ous venous de dire que, lorsque les deux points 
extremes sont donnes, les constantes a, b doivent ^tre 
determinees par la condition m^me que la cbainetlte passe 
par ces points. Mais pour que cela soit possible, c!est-a- 
dire pour qu'on puisse joindre les deux points donnes 
par une cbainette ayant pour directrice I'axe de revolu- 
tion, la distance entre ces points ne doit pas exceder une 
certaine limite qui depend de leurs ordonnees ou de leurs 
distances a I'axe. Remarquons d'abord que si Ton prend 
pour origine des coordonnees le point de Taxe auquel 
correspond la plus petite ordonnde ^= a, on aura 6 = 0; 



COURSES PLANES. 20^ 

I'equation de la cfaainette prendra la forme plus simple 



(3) ^ = -la<' + e 



/ - 



a 



et Ton irouvera, en divisant par a:, 



0? 2 X 

a 



Or, ce rapport ne peut varier qu'entre cerlaines limites 
qui sont les memes pour toutes les chainettes comprises 
sous la forme (3), ou qui ne diflferent que par le para- 
metre a 5 en effet, pour trouver la valeur de - qui rende 



r- maximum ou minimum, on pose 



(X X\ / X 



X 



(4) rl""-* " )-\e'' + e '■) = o 

ou 



f /--Hi 



on trouvera, par des approximations successives, 



^ = ±1,19968... 



A cette valeur de - correspond 



^=1,81017, ^ = ±i,5o888. 

a X 

Si Ton fail 

k = 1 ,5o888 = tang ( 56« 28' ) , 
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le rapport - ne peut avoir de valeur positive ou negative 

inferieure a ifc A"; la chainette se trouvera done tout en- 
tiire au-dessus des deux droites passant par I'origine et 
representees par les equations 

Ces deux droites sont evidemment tangentes a la chainette. 
En effet, on a generalement 



r' 






etTequation (4)5 qu'on peut ecrire comme il suit, 



donne 



X 



ce qui exprime qu'aux deux points de la chainette pour 
lesquels I'equation (4) 21 lieu, etdont nous venous de de- 
terminer les coordonnees, les tangentes passent par rori- 
gine et coincident avec les deux droites limites. 

II est done demonlre que si Ton mene par Foriginedes 
coordonnees deux droites faisant chacune avec I'axe des 
07, de part et d'autre, un angle de 56° 28' a tres-peu pres, 
toute chainette representee par I'equation (3) s^j^a com- 
prise dans Tangle sup^rieur forme par ces droites, et 
qu'elle sera touchee par ces memes droites aux points dent 
les coordonnees sont a: = zb 1,19968 a, j^==i,8ioi7fl. 

II en resulte qu'il n'est pas toujours possible de de- 
terminer les constantes a el b dans I'equation (2) de 
maniere a faire passer la chainette par deux points don- 
nes A et B. Si par le point A on mene une droite AC 
qui rencontre Taxe de revolution en C sous un angle de 
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56® 28', et par le point C une seconde droiie CD egale- 
meiit inclinee sur cet axe, il faudra que le point B se 
trouve au-dessus de la droite CD ; autrement la chainette 
ne pourra plus etre iracee, et le problime de minimum 
n'aura pas de solution. 

404. Pour interroger la variation seconde, differentions 
tour a tour I'equation (2) 

J? — h X — h 



«. 



r = — I c -\- c 

2 ^ 



par rapport a T, ^i. A, il viendra 



y 



( X—h JC — b\ 



X — b X — fj\ / X — b X — A'' 



(X — b X — h\ / X — b 

J 1 a \ 



e " /, 



dy I 



X — b X — h 



, - -\e '^ -e - ,, 
db 2 ^ " 



ou 



{ly X — (•'^ — '^ ^ t' dy 



' -ji — '-y 



f 



da a db 

L'existence du minimum exige d'abord que le rapport 
dy_ dy 
da' db 



des derivees ^, -tt? et, par consequent, la fonction 



X — ^9 ne prenne pas deux fois une m^me valeur entre 

les limites x, , jTj. Or, cette fonction exprime I'abscisse du 
point ou la tangente a la chainette rencontre Faxe des x. 
Done, en admettant que A et B (Jig. 3, p. 2i3) soient les 
points extremes de Fare de chainette que Ton consid^re, 
si par le point A on mene a la chainette une tangente 
IV. 14 



2IO 
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AC qui rencontre I'axe des x en C, et par le point C une 
seconde langente CD qui louche la chainette en D, D sera 
la liroite que la seconde extr^mite B ne peut ni atteindre 
ni franchir sans que Fare AB cesse d' avoir la propriete 
d'engendrer une surface minima. En d'autres termes, il 
faut que les tangentes menees a la chainette aux deux 
points extremes A, B se coupent au-dessus de I'axe de 
revolution, sans cela le minimum n^aura pas lieu. 

Lorsque cette premiere condition est remplie, on 
peut affirmer que I'int^grale proposee est un veritable 
minimum, puisque la derivee seconde 






r 



[}-\-y''Y 



reste constamment positive. 

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de mener entre 
deux points A et B {^fig» 2), situes a distance egale de 
I'axe XX', une courbe telle, que Faire engendree par sa 

Fig. 2. 




revolution autour de cet axe soit un minimum. Prenons 
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sur cet axe un point C egalement distant de A et de B, 
et menons les droites CM, CN, faisant Tune et Tautre 
un angle de 56^ 28' avee I'axe XX'. Cela pose, le pro- 
bleme de minimum n'aura pas de solution si les points 
A, B se trouvent en dehors de Tangle MCN. Lorsqu'ils 
sont compris dans cet angle, la courbe cherchee est une 
chainette langente aux deux droites CM, CN. Or, par 
les points A, B on pent evidemment faire passer deux 
chainettes distinctes MABN, AM'N'B, tangentes Tune et 
Tautre a ces droites. Sur la premiere les points de con- 
tact M, N se trouvent au dela des points A, B 5 sur la se- 
conde, au contraire, les points de contact M', N' sont 
compris entre A et B. C'est la premiere chainette qui 
donne seule la solution du probleme. 

On comprend d'ailleurs facilement pourquoi la chai- 
nette AM'N'B ne pent pas ^tre la courbe cherchee; car, 
en admettant qu'elle donnat le minimum, et en prenant 
sur elle deux points a, b au-dessous de M', N' et a des 
distances egales de I'axe XX', ce ne serait plus Tare ab^ 
mais la nouvelle chainette amnb qui donnerait le mini- 
mum, et ainsi de suite. 

105. Nous ajouterons encore quelques considerations 
geometriques qui serviront a repandre une nouvelle lu- 
miere sur les resultats de cette discussion. La differen- 
tielle de I'aire U engendree par la revolution de la chai- 
nette etant 



d\] = 27rj V^I -{-y^dxy 



si Ton exprime dx par dy et qu'on elimine y^i -f-j^" au 
moyen de F^quation ( i ) , on aura 



^U=z ^''^'''■^ 



14. 
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et en integrant 



const. 



Sil'aire U et les abscisses x sonl comptees a parti r du 
circle engendre par la plus petite ordonn^ej^ = «, cetle 
expression deviendra 

£^y ^tant les coordonnees de I'extremite de I'arc. Si paj* 
le point x^y ou D (fig* 3) on m^ne une tangente a la 
chainett6, la partie de cette tangente comprise entre la 
courbe etl'axe, ou la droite DC, sera 



zv.-^/'=-(/+^), 



et la surface conique engendree par cette droite 



K=n«(jy + ^^ 



La difference dcs deux surfaces engendrees par Faro PD 
et la tangente CD est done 



U — K = 7rfl Ix — ^j==7rfl. 



OC. 



En d^signant par U, , K, les surfaces engendr<5es par Tare 
AP et par la tangente AC, on irouve de meme 

U, — K, = — TTtf.OC. 

Ajontant et transposant, il vient 

Nou«pouvons done enoncer le theoreme saivant : 

Si par itn point C pris sur la directrice d^me chat- 
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nette on meae deux tangentes CA, CD a la chalnette, 
Varc AD et la ligne brisee ACD deciiront des surfaces 
egales en tournant autour de la directrice, 

•Fig. 3. 




L' analyse nous a demon ire que Pare de chainette cesse 
d'engendrer une surface de revolution minima, lorsqu'il 
s'etend depuis A jusqu'a D^ et il est maintenant facile 
d'en trouver la raison. En diminuant tfes-peu et dans un 
meme rapport le parametrea el les distances CA, CD, CO, 
on determine les trois points A', D', O', ainsique la nouvelle 
chainelle A' D' ay ant son sommet iu-dessus de O' et tan- 
gen te aux droites CA, CD dans les points A', D'. D'apres 
le theoreme que nous venous de demontrer, Fare A' D' et 
la ligne brisee A' CD' decriront aussi des surfaces de re- 
volution egales. On pourrait done, sans alterer I'airc de 
la. surface de revolution, subsdtuer a la chainette AD le 
polygene mixtiligne AA' D'D, qui en differera aussi peu 
qu'on voudra, et en continuant ainsi on passerait par des 
deformations insensibles de la chainelle AD a la ligne 
brisee ACD. On pourrait meme aller plus loin et substi^ 
tuer a ACD des courbes qui descendissent aunlessous de 
Taxe des x : I'integrale proposee prendrait alors des ele- 
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ments negatifs et serait susceptible de diminuer sans 
limite. 

Si le minimum analylique cesse d'avoir lieu pour Tare 
de chainette AD, c'esl parce qu'pn peut la deformer d'une 
mani&re continue sans que la surface de revolution 
augmente, et non pas parce qu'il existe d'autres courbes 
d'union entre les points A et D qui donnent des surfaces 
plus petites. Pour I'arc de chainette AB toutes les condi- 
tions analytiques du minimum sont remplies, quoiqu il 
soit certain qu'on peut mener entre A et B une infinite 
de courbes qui, sous la condition de franchir I'axe des x, 
et quelquefois meme sans cette condition, donnent pour 
I'integrale proposee des valeurs plus petites. C'est qu'on 
ne saurait deformer Tare AB par degres insensibles sans 
que la surface de revolution augmente d'abord, sauf a 
diminuer ensuite^ et tel est, a proprement parler, le ca- 
ract^re analytique du minimum. En general, dans le 
calcul des variations , comme dans le calcul ditferentiel, 
le maximum ou le minimum analytique n*est pas ton- 
jours la plus grande ou la plus petite de toutes les valeurs 
possibles, et il peut y avoir quelquefois plusieurs maxima 
ou minima. 

PaOBLEME IV. 

106. Parmi toutes les courbes de meme longueur^ 
trouuer celle qui par sa rev^olution autour d'un axe 
donne engendre la plus grande ou la plus petite surface, 

Prenons I'axe de revolution pour axe des x. La lon- 
gueur de la courbe et la surface engendree par sa revo- 
lution etant respectivement 

fsji-^y"^djc et lit f ysj \-^ y^ dx, 

le probleme se ramene a chercher le maximum ou mini- 
mum absolu de Tintegrale 
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dans laquelle c est une constanle don I on disposera pour 
donner a la courbe la longueur assignee. Ici : 

comme la variable independanle x n'entre pas explici le- 
nient dans V, Tequalion indefinie 

doc 
s^int&gre immediatement une premiere fois et donne 

r — c 
V — V^x^a, oil =J a. 

De cetie Equation resolue par rapport aj^' ou —-? on 

tirera d'abord la valeur de dx exprim^e en dy-^ on inte- 
grera et, apris quelques transformations semblables a 
celles de I'exemple precedent, on trouvera 




a ei b etant des constantes arbilraires. La courbe est done 
encore une chainetlie, dont la directrice, parallele a Faxe 
de revolution, est situee a une distance egale a la valeur 
num^rique de c, au-dessus ou au-dessous de cet axe, 
suivant que c est positif ou negatif. 

Lorsque les points extremes sont fixes, on determine 
les constantes a, b^ c par les conditions que la chainette 
doit passer par ces points et avoir une longueur donnee. 
Or, il est en general possible de satisfaire a ces condi- 
tions, de deux mani^res differentes, ou par deux chai- 
nettes dont Tune tourne sa concavity et I'autre sa con- 
vexile vers Taxe de revolution. La premiere chainette 
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donne la plus grande, la seconde la plus petite surface 
de revolution, puisquej — e, et par consequent la de- 
rivee seconde 

reste, entre les limites de Fintegrale, constamment nega- 
tive si la courbe est concave, et constamment positive 
• si la courbe est convexe vers Faxe des x, pourvu toule- 
fois que dans le second cas la chainetle n'atteigne pas Faxe 
de revolution. 

Admettons maintenant que les points extremes ne 
soient pas fixes, mais qu'ils puissent se deplacer surdeux 
courbes donnees; soil j^ = f (x) Tequation de Tune ou 
I'autre de ces courbes, on aura pour Fexiremite situee 
sur cette courbe 

■ V— [/ — r(x)]p,=o, ou i-hr'fi^) = o. 

Une equation semblable aura lieu pour la seconde extre- 
mite, et Fon en conclura que la chainette doit coupernor- 
malement chacune des courbes limites donnees. 

PROBLEME V. 

107. Parmi toutes les courbes de mdme longueur y 
trouver celle qui^ par sa rev^olution autour d)un axe 
donney engendre le plus grand ou le plus petit ^volume. 

Prenons Faxe de revolution pour axe des x, L'expres- 

sion de Fare etant fsji H-y"//jc, et celle du volume en- 
gendre par sa revolution r.Jj^dx^ le probl^me revient a 
chercher le maximum ou le minimum absolu de Finte- 
grale 

On a 

v=/^-^v/n-/% p = 2j, p. = '"''^ -., 
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Puisque V ne renferme pas la variable independante x^ 
on peut immediatement abaisser d'une unite Tordre de 

I'equalion indefinie P -7-^ = o, en ecrivant a sa place 

V — P,y=c (n° 61). Substituanl alors a V et a P, 
leurs valeurs, on iroiive 



ou 



e'est I'equalion differentielle de la courbe elastique. Son 
integrale en x el j ne peut pas ^tre obtenue sous forme 
finie; mais en different! ant Tequalion (i) et designant 
par p le rayon de courbure, on trouve 

ay" a a 

2j= r = -'' o^ P = — 

La ligne qui parmi toules les courbes de m^me longueur 
engendre le plus grand ou le plus petit solide de revolu- 
tion, est done caracterisee par cette propriete qii'en cha- 
que point son rayon de courbure est en raison inverse de 
Tordonnee. 

Les points extremes de la courbe peuvent 6tre fixes ou 
mobiles sur des lignes donnees. Dans Tun et I'autre cas, 
les cons Ian tes arbitraires seront determinees d'une ma- 
niere analogue a celle que Ton a suivie dans les exemples 
precedents. 

La derivee seconde 

dont le signe depend uniquemenl de celui de la constante 
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a, montre qu'il faut prendre a positif pour obtenir le 
maximum, negatif pour obtenir le minimum de volume. 

Probleme VI. 

108. Troui^er une courbe telle ^ que la surface engen- 
dree par sa rev^olution autour d*un axe donne etant con-- 
Stanley le volume contenu soil maximum ou minimum. 

Soient x^ y les coordonnees d'un point quelconque de 
la courbe, Taxe de revolution etant pris pour axe des x\ 
il s'agit de determiner jy* en fonction de x^ de maiiiire que 

Sy V I •+" JK'* ^'^ ayant une valeur donnee, jy* dx devienne 
maximum ou minimum, ce qui revient a chercher le 
maximum ou le minimum absolu de Fintegrale 



I 



{j2 — 2,ay^i -+■ y''^)dx. 
On a 

^ayy df^y nay 

v/« + y^ rfr (1 4-/')^ 

et Ton voit deja qu'il faut supposer la constanle a posi- 
tive pour obtenir le maximum, negative pour obtenir le 
minimum. Dans Tun ou dans I'autre cas, la fonction y 
doit satisfaire a F equation differentielle du second ordre 

P -j^ = o, que Ton pent remplacer immediatement, 

cue 

puisque V ne renferme pas la variable independante or, 
par I'equation differentielle du premier ordre 

V — P,y = c, 
ou 

lay 
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Telle est done T^quation differentielle de la courbe 
cherchee. Elle ne permel pas d'exprimer j en x au moyen 
des fonctions dont on se sert dans F analyse elementaire, 
mais il est facile d'en lirer une relation finie entre Tare s 
et I'ordonnee. En effet, Tequation (i) etant mise sous la 
forme 
, . dx 

on en lire success! vement 



ds lay ds lay 

ds = ± ''-^^ , 

et, en integrant, 

(3) •eos(i+;^) = ^fl±=i=^, 



A etant une nouvelle constante arbitraire. 

La surface de revolution dont la generatrice est repre- 
sentee par Fequation (i) jouit d'une propriete remar- 
quable que nous allons indiquer. Si I'on differentie cette 
equation, en appelant N la partie de la normale com- 
prise entre la courbe et Taxe des ar, et p le rayon de 
courbure pris avec le signe -f- ou avec le signe — sui- 
vanl que ce rayon fail un angle obtus ou aigu avec les j 
positifs, c'est-a-dire suivanl que la courbe est concave 
ou convexe vers Taxe des x, en sorte que 



?==- yr ' ^ N:=rVI-^J^ 



on irouve sans peine 



1 I I 

p N a 
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Or jO et N soul evidemment les deux rayons de courbure 
principaux de la surface de revolution 5 la derniere equa- 
tion exprime done qu'en chaque point de cette surface la 

courbure moyenne est constante et egale k — • Nous ver- 

rons plus tard que celte propriete appartient en general 
a toutes les surfaces qui sous une etendue don nee ren- 
ferment un volume maximum. 

109. M. Delaunay a donne [Journal de Liouy^ille, VI, 
3i5) une interpretation geometrique treS-el^gante de 
Tequation (i) en montrant quelle appartient a une 
courbe decrite par I'un des foyers d'une ellipse ou d'une 
hyperbole qui roule sans glisser sur Taxe des x. 

En effet, supposons qu'une ellipse dont les demi-axes 
sont aelb roule sur I'axe des x. Son foyer F decrit ime 
courbe qui , d'apres une propriete generale des epicy- 
cloides , a pour normal e la droite menee du point F au 
point K ou I'ellipse mobile touche Taxe des x. En d^si- 
gnant par a:, y les coordonnees du foyer F et par r le 
rayon vecteur FK , on a done 

, dx 

^ = ^'57' 

le second membre devant etre pris avec le signe 4- ou 
avec le signe — , suivant que le point de contact K se 
trouve a droite ou a gauche (vers les x positives ou les x 
negatives) de Tordonneey. Designons parj^i Tordonnee 
du secoijd foyer Fi et par r^ le rayon vecteur FiK mene 
de ce foyer au point de contact K ^ les deux rayons vec- 
teurs r, r^ faisant des angles egaux avec I'axe des a:, tan- 
gent a Tellipse au point K, on aura de m^me 

dx 
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Ajoutant et rempla^ant r 4- r, par aa, il vient 

dx 

On a d'ailleurs 

Eliminantyi, on trouve 

djc 

(4) ^=^qp:2«j— 4- ^'= o. 

Telle est done Tequation diflerenlielle de la courbe de- 
crite par le foyer F. 

On trouverait une equaiion semblable pour la courbe 
decrile par le second foyer Fi, avec la seule difference 
que si Ton prend le signe superieur pour la premiere 
courbe, on devra prendre le signe inferieur pour la se- 
conder et vise versd, Les courbes decrites par les deux 
foyers ne different, en effet, que par leur position. 

II suffirait de changer i* en — i* et d'ecrire 

(5) x^z^2ax-^ — b^^o 

pour avoir I'equation de la courbe decrite par Tun ou 
par Fautre des foyers d'une hyperbole qui roule sur Taxe 
des j:. 

L' equation (i) pouvant etre idenlifiee avec (4) ou (5) 
suivant que c est negatif ou positif, on arrive ainsi au 
theoreme suivant : 

La generatrice de la surface de revolution qui sous 
une etendue donnee renferme le plus grand ou le plus 
petit volume, est une courbe decrite par le foyer d'une 
ellipse ou d^une hyperbole qui roule sans glisser sur 
Vaxe de res^olution, 

m 

HO. Les irois constanles arbitraires contenues dans 
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la solution generale du probleme seront determinees de 
diverses maniires selon les restrictions imposees aux li- 
mites. Examinons quelques cas en particulier. 

i^ Les points extremes sont fixes, — Dans ce cas la 
variation de Tinlegrale ne fournit pas d*equations aux li- 
mites, mais les constantes se determinent par la condition 
meme que la courbe doit passer par les deux points don- 
nes et que la surface engendree par sa revolution doit 
avoir une aire determinee. 

7? IS une des extremiies de la courbe est fixe et V autre 
variable, — Les coordonnees de Textremite variable 
doivent (n^56) verifier les deux equations aux limites 

P, = o, V=o. 

La relation generale V — PiJk' = ^ donne alors c = o, ce 
qui r^duit I'equation (i) a 



K^-7=7.)^''' 



L'ordonnee y ne pouvant pas etre constamment nulle, 
puisque sa valeur est donnee pour la premiere linaite, il 
est permis de supp rimer le facteur j^. Resolvant ensuite 

par rapport h. y' oxx-j-t on trouve 



et en integrant, 

equation d'un cercle de rayon 2 a, ayant son centre sur 
I'axe des x. 

Si Ton remarque en outre que les equations Pi = 0, 
V = o pe peuvent subsister en m^me temps pour Fextre- 
mit^ variable qu'autant que son ordonnee y sera nulle, 
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on en conclura que la courbe est dans ce cas un arc de 
cercle qui about! t d'un c6le a Taxe de revolution, et dont 
le centre se irouve sur ce m^me axe. 

3° La courbe doit aboutir des deux cotes a une droite 
parallele a Vaxe de re\^olution, — Les valeurs limites de 
y etant donnees et celles de x restant variables, on a pour 
chacune des limites la condition 

V-P./=o 

qui revient a 

c = o. 

On en conclura, comine dans le cas precedent, que la 
courbe est un arc de cercle ayant son centre sur Taxe 
des X. 

L'arc de cercle devient une denii-circonf(6rence lors- 
que la droite sur laquelle doivent se trouver les- points 
extremes coincide avec I'axe de revolution. II en resulte 
que de toufes les surfaces de re\^olution la sphere est 
celle qui sous line etendue superficielle donnee renferme 
le plus grand volume. 

m. Dans le premier cas, le problime presenle une 
circonstance singulifere lorsque les points donnas A et B 
entre lesquels il faut mener la courbe, sont situes sur 
I'axe m^me des x^ c'est-a-dire lorsqu'il s'agit simple- 
ment de construire sur une base donnee AB une courbe 
telle, que Taire de la surface engendree par sa revolution 
autour de la droite AB ^tant donnee, le volume contenu 
soit un maximum. En effet, puisque alors la valeur j^= o 
des deux ordonnees extremes doit verifier Tequation ge- 
nerale (i), la constante c sera nulle et cette equation de- 
viendra celle d'un cercle ayant son centre sur I'axe des x. 
Le solide de revolution serai t done une sphere construite 
sur le diametre AB, solution impossible, puisque cette 
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sphere a une surface determinee que I'on ne peut pas 
faire egale a une autre aire donnee. 

Ce fait analytique a paru Strange a quelques geometres, 
parce que, dans leur opinion, le probleme doit evidem- 
ment admettre une solution, et ils en ont propose re- 
cemment des interpretations tres-differentes. M. Jellett 
en conclut simplement que le caleul des variations est en 
defaut; M. Airy croit lire dans les formules qui ren- 
ferment la solution du probleme que la courbe se com- 
pose de deux parties distinctes, a savoir d'une demi-cir- 
conference de rayon convenable pour engendrer I'aire 
voulue, et d'une portion de I'axe m^me de revolution. De 
leur c6t^5 MM. Todhunter et Challis, admettant que la 
ligne qui doit unir les points A et B se compose d'abord 
de deux droites, elevees perpendiculairement a I'axe aux 
points A et B, puis d'une courbe joignant les extremites 
de ces droites, arrivent egalement a donner une courbe 
discontinue comme solution du probleme en question. 

Aucune de ces interpretations ne nous parait comple- 
tement satisfaisante. L'impossibilite ou Ton est de veri- 
fier toutes les conditions du probleme indique necessaire- 
ment qu'il n'a pas de solution, el, si Ton se place au point 
de vue analytique, il n'est nullement elonnant qu'il en 
soit ainsi. En effet, la courbe en question doit 6lre 
choisie parmi toutes celles qui font prendre a Finlegrale 

fj\i 4- jk" ^^ ^^^ valeur determinee ; or rien n'emp^che 
que la courbe soit silu^e en |partie au-dessus, en partie 
au-dessous de I'axe des x^ et, par consequent, que les 

elements de I'inlegrale^ \/i -^y^dx soient les uns po- 
sitifs, les autres negatifs; rinl^grale elle-m^me sera alors 
I'exces de la somme des elements positifs sur celle des 
elements negatifs , et chacune de ces soranies pourra 
croit re sans cesse pourvu que leur difference reste con- 
stante. Done aussi, I'inlegrale fj^dx dont on cherche 



GOURBES PLANES. ^^S 

le maximum et qui n'a que des elements positifs, pourra 

croitre indefinimenl sans que I'lntegrale Jj^ \i-+-y^dx 
change de valeur. De plus, les points A, B etant pris sur 
I'axe m^me des a:, il est toujours possible de substituer a 
une courbe quelconque menee entre A et B une autre 
courbe infiniment voisine tracee entre les memes points, 
et qui donne pour fy^dx une valeur plus grande, tout 

en donnant ^ovlt Jy s]i -\-y^dx la m^me .valeur que la 
premiere courbe. II en resulte que Fintegrale Jy^dx n'a 
pas de maximum, si I'on n'ecarle pas avant tout les 
valeurs negatives de Fordonnee r compatibles avec la 

condition impos^e a la seconde integrale fysli-k-y^dx'^ 
or cette absence du maximum devait necessairement se 
manifester par une solution impossible. 

II est vrai que si Ton ne consid^re que des courbes 
situees tout entieres d'un cote de I'axe, la generatrice du 
solide qui, sous une etendue superficielle donne e, ren- 
ferme le plus grand volume, sera une ligne composee 
d'une portion de Faxe et d'une demi^circonference, 
comme M. Airy Fa sugger^; mais ce resultat, facile a 
verifier par d'autres considerations, n'est pas propre- 
ment une solution du problfeme analytique dont il a ete 
question. 

ProblIime VII. 

112. Trouv^er la brachistochrone ou la courbe de plus 
vite descente entre deux points, 

Considerons un point materiel soumis a Faction de la 
pesanteur et assujetti a se mouvoir le long d'une courbe 
quelconque. Prenons pour axe des j la direction de la 
pesanteur, et soient a:, y les coordonnees du point mo- 
bile, s Fare de courbe qu'il decrit, u sa vitesse, t le temps, 
g la mesure de la pesanteur ou la vitesse acquise pendant 
TV. i5 
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Tunit^ de temps dans la chute libre, on aura 

ds dp dy g dy 

*''^Tt' dt'^^ds'^p'di^ 

et, par consequent, 

vdv :=^djr. 

En integrant, et designant par jTi, y^ les coordonn^s du 
point de depart, par oTj, y^ celles du point d'arrivee du 
mobile, on oblient 

k etant la hauteur de chute qui correspond k la vitesse 
initiale. On a d'ailleurs 



ds rds 



substituant a ^ sa valeur, pour obtenir Texpression du 
temps employe par le mobile a parcourir sa trajectoire 
entiire depuis le point Xi, j^ jusqu'au point x^^ j'j, on 
voit que c'est Fint^grale 



s=rv,^5^- 



qu'il s'agit de rendre minimum. 

Comme cette integrale renferme la valeur limite ji de 
la fonction jr^ on aura a suivre la marche indiquee 
n** 63. Appelons, comme a 1' ordinal re, V la fonction 
multipliee par dx sous le signe integral, et P, Pi ses 
derivees partielles prises par rapport a y et j^, la va- 
riation de Tin tegrale sera 



i 



(ySx-^V,Sy); 
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ou, si Ton se rappelle que (n*^ 30) 



-/ '|(v-p,y)5*, + p,j^,|. 



-; — d.V 



On 


a d'aiUeun 


>. 


T " = 


2 




Pi: 


v = ^= 


— ri + 


v/i + y 

■3' 




rfP, 

dx 


+ k){i 

2(jr- 


.r. + *) r 






_ / 




3 


3 



Cela pose, en ^galant a zero la variation de rintegraie, 
on irouve d'abord 1' equation ind^iinie 

I H- j" -4- 2 ( J --^, H- /')/' = o, 

qui, mise sous la forme 

ly'd/ dy __ ^ 

s'integre imm^diatement et donne 

a etant une constante arbitraire. Resolvant par rapport a 

i5. 
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y ovi-j-j il vient 



•^ V 2fl — (J- — jr. + k) 

Si Ton fait 

^~j, -f-^=:a(i —cose*), 

ce qui est toujours permis, puisque la quantity j' — '^1+^ 
doit dtre comprise entre o et 2a, sans quoi le radical de- 
Viendrait imaginaire, il viendra 

dxz=za(i — cos6>)^6i, 
et, en integrant, 

h etant une nouvelle constante arbitraire. 
Les deux Equations simultanees 

!x — Xi-{-h =a(w — sinoi)) 
>•— /, -f-A- = a{i — cosw) 

appartiennent evidemment a une cycloYde qui est par con- 
sequent la courbe cherch^e. H serait facile d'eliminer la 
variable auxiliaire o) et d'exprimer ^ en ^^ mais nous 
pr^f^rons la forme (i), parce qu elle se pr&te plus facile- 
ment a la discussion ulterieure. 

113. On tire successivement des equations (i) 

dxz=.a{i — cosoj)^u, cf/ = asiiiflA^oi, 
, sinw ft) . , , w 

y -_- __ ^Q^ _^ J _^ yj _. cOSec' -> 

I — COSw 2 2 

cosec' - cot - 

V2fl V2« y2fl 






a — cot cot — 

2 2 2 

— 5 



' 2 
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(Oi et CO) etant les valeurs de co aux deux points extremes 
de la courbe. Par suite de ces relations, les termes aux 
liiuites de la variation dS se simplifient considerable- 
ment et deviennent 

Sxi-h col — 0Y7 oXi 4- cot — or, 

(2) — = == . 

Us disparaissent d'eux-m^mes lorsqueles points extremes 
de la courbe sont donnes, puisque alors les variations 
Sxij Jj?8, (Jj-,, Sj2 sont nulles; mais il reste, pour deter- 
miner les constantes a, /i, la condition que la cyclo'ide doit 
passer par ces ideux points extremes. Quant a la con- 
stante A, nous avons d^ja fait remarquer qu^elle d^end 
de la vites^e initiale que nous supposons donn^e. 

Mais si les extr^mites de la trajectoire sont seulement 
assujetties a se trouver sur deux courbes, determinees 
par les equations ^ 

on aura 

et les termes ( 2 ) egales a zero fourniront les deux equa- 
tions aux li mites 

I -h (p'(x,)cot — = 0, 
(3) 

I -i- >I;'(a:j)cot — = o, 

qui serviront a determiner les deux constantes a et A. En 

eliminant cot -^> on trouvela relation simple 

2 
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exprimant qu'aux entremites de la trajectoire les deux 
courbes limites ont leurs tangentes parall^les. Comtne on 
a d'ailleurs en general 

Y = cot - 5 
•^ 2 

la seoonde equation (3) prouve, en outre ^ que la cycloi'dc 
est normale a la seconde courbe limite au point d'arri- 
vee du mobile. 

Supposons, par exemple, qu'on veuille trouver la ligne 
de plus vite descente entre une courbe AC et une droiie 
BD {fig* 4) situees dans un m6me plan vertical, et ad- 




mettons, pour simplifier, que la vitesse initiale soit nulle. 
On prendra pour point de depart le point A oA la tan- 
gente AT a la courbe est parallele a la droite BD, et Ton 
menera par ce point une droite horizontale AD, sur la- 
quelle on fera rouler un cercle de rayon convenable pour 
que la cycloi'de ainsi engendr^e, ayant son sommet en A, 
coupe la droite BD sous un angle droit. L'arc AB de cette 
cycloide sera la courbe cherch^. 

114. Passons main tenant a la variation seconde, et exa- 
minons si toutes les conditions de minimum se trouvent 
reellemfent remplies. La relation generale entre x etjr 
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qu'on obliendrait eu eliminaiit o) entre les equations (i), 
renfermant deux constantes arbitraires a et A, il faut 
s'assurer d'abord si le rapport des d^riv^es partielles 

— , -Tj ne passe pas deux fois par une m^me valeur entre 

les limiles de I'lntegrale S, ou lorsque x croit de Xi a x^. 
Or, si Ton diflerentie les equations (i), en y regardant x 
comme constante et^, &), a, h comme variables, on aura 

dh=z [di — sin(^) da -f- fl (i — cosa))£/&>, 
df/ = (i — cosQi>)e//z -^asinftidbiy 

et, en eliminant d(*)^ 

(i — cosbi) djr = (2 — 2cos6> — fasinoi) da -#- sintadh 
ou 

Sin - «r = 2 I sm cos •- ]da -^ cos - dh, 

2 \ 2 2 2/ 2 

Faisant tour a tour dk = o^ da= o^ on en tire 

dy I b> fa\ dy u 

-f- = 2 I cot ~ U -jL ~ cot -, 

da \ 2 1 1 dn 1 



et, par suite. 



da' dh 

cot- 
2 



I cot — 

1 *?. I { a> 6) 

= 2 1 tani» 

w V ** 2 2 



expression qui croit continuellement de o a + 00 et de 
— 00 jusqu'a — 71, lorsque - croit de o a - et de - a tt. 

Le rapport^:— ne prendra done pas deux fois une 

m^me valeur pendant que- reste compris entre o et tt, 
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ou w entre o et 2Tr, c'esl-a-dire lant que le point de de- 
part et le point d'arrivee du mobile se trouvent sur une 
m^me branche de cycloi'de* 

En outre de cette premiere condition remplie, la deri- 
vee seconde 

j,Tr M sm*- 



est essenliellement positive, et ne devient jamais infinie; 
la solution (i) donne done un veritable minimum. 
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DIXifiME LECON. 



Suite de la recherche des courbes planes. — La courbe rapportee a des 
coordoonees polaires. — Gas oii Toil prend Tare pour Tariable ind^- 
pendante. — Solide de revolution qui exerce la plus grande attraction 
sur un point donne et dans une direction determinee. — Courbe qui 
renferme avec sa deyelopp^e et ses deux rayons de courbure extremes 
Faire minima. — Courbe qui a le plus grand ou le plus petit moment 
d'inertie par rapport a un point donne. — Equilibre d'un fil flexible et 
inextensible. 



115. Dans les problemes resolus jusquHci, nous avons 
rapporte Tequation de la courbe chercbee a un syst^me 
de coordonnees rectangulaires x,j^, en regardant j^ comme 
une fonction incounue de x. Rien cependant n*emp6che 
de choisir autrement les coordonnees, et il est quelque- 
fois plus commode de remplacerx^y par des coordonnees 
polaires r, 9 ^ r designant le rayon vecteur d'un point de la 
courbe ou sa distance a Torigine, et Tangle que ce 
rayon fait avec un axe fixe. II s'agit alors de determiner r 
en fonction de 0, de maniere a rendre maximum ou mi- 
nimum une certaine integrale fVdO^ dans laquelle V 

pent contenir 0, r, ~j Jfli'"*' ^^ pour resoudre le pro- 

bleme sous cette nouvelle forme, il suffira de remplacer, 
dans les formules d^ja donnees (n° 56), x, ^, JK'^j/'?- • • 
par 6, r, /^, r^\ . . . •, r', /•", . . . , etant les deriv^es de r re- 
latives a 6, 

Prenons pour exeraple la question suivante, qui est 
un cas particulier du probleme II. 

Quelle est la courbe qui sous un perimetre donne cir'- 
consent une aire maxima ? 
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On peut rapporter la courbe cherch^e a un systime de 
coordonnees polaires r, 6. La longueur de la courbe et 
Taire circonscrile sont alors exprimees par 

et la question revient a chercher le maximum de Finte- 
grale 

Si Ton appelle, comme auparavaut, V la fonction sous le 
signe integral , et P, P, ses ddrivees partielles relatives 
a r, r', en sorte que 

» ,- 

V=zir ^, P.= — 



Tequation generale de la courbe sera 

et, puisque \ ne renferme pas la variable ind^pendante 9, 
elle s'integrera immediatement une fois en donnant 

V — Pi/^rc, ou r^ = c. 

L'origine des coordonnees etantarbitraire, on peut la pla- 
cer en un point m6me de la courbe. On aura alors pour 
ce point r = o, et par suite c = o , ce qui reduit a 

na 



I'equation de la courbe en question. On en tire 

r' = ^ = ± i/4«'~r', fiO=:± ^'' 

dQ ^^ y/^a' — r' 
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et, en iDt^grant, 

r=:2flr sin(0 -4- A^). 

Pour simplifier davantage, on pent prendre pour axe des 
coordonnees la tangente a la courbe. On aura alors, 
pour 0=0, 

r , 

-- = o on tang ^ =rr o , 

r 

ce qui donne 

^ = et /• = 2asind, 

equation d'un cercle de rayon a. C'est done au cercle 
qu'appartient la proprieie de contenir la plus grande sur- 
face sous uu p^ri metre donne. En vertu du choix d'ori- 
gine et d'axe que nous avons fait, les valeurs extremes 
de 6 sont o et ir, celles de r sont o 5 ces valeurs etant 
donnees, il n'y a plus d'autres conditions aux limites a 
remplir. 

416. Au lieu de x ou de d on pent prendre pour va- 
riable independante une autre variable quelconque, par 
exemple Tare s de la courbe, qui dans beaucoup de 
cas se presente tout naturellement pour jouer ee r6le; 
mais dans chaque choix particulier il faudra user de cer- 
taines precautions pour que le changement de la va- 
riable independante n'altire pas les conditions eSsen- 
tielles du probleme. 

Considerons, par exemple, le probleme deja r^solu 
(Probl. Ill) ou Ton cherche la courbe qui, par sa revo- 
lution autour d'un axe donne, engendre la plus petite 
surface. Si I'on prend Tare s pour variable independante, 
la surface de revolution s'exprime simplement par 
lit fjds'^ et il semble au premier abord que la question 
se ram^ne a determinerj^ en fonclion de 5, de manifere que 
I'integrale fyds devienne minimum; cependant, quelles 
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que soient les restrictions auxquelles on assujettisse les 
limites de I'integrale, ainsi formule analytiqnement le 
probleme est impossible a r^soudre , parce qu'il condui- 
rait, pour premiere Equation de condition, a Tequation 
absurde i =05 landis qu'cn prenant x pour variable 
independante, nous avons obtenu une solution reelle, a 
savoir une chainette ayant pour directrice Faxe des x. 

Cette discordance apparente s'evanouit devant une 
analyse plus approfondie. 11 est vrai que dans Tequation 
d'une courbe quelconque on pent toujours regarder I'or- 
donnee J" comme une fonction de Tare s , mais le conlraire 
n'a pas lieu, c'est-a-dire qu'une relation analytique donnee 
enlre y els ne pent pas toujours representer une courbe. 
En effet, I'accroissement positif ou negatif Ay de I'or- 
donnee ne pouvant jamais 6tre plus grand que I'accrois- 

semenl As de Tare, la derivee -—-5 dans I'equation d'une 

courbe quelconque, ne pent avoir une valeur positive ou 
negative plus grande que Tunite, ou ne peut varier qu'en- 
tre les limites -h i et — i . U en resulte que Tequation 

yz=2a-^b$^ dans laquelle ^ ]>• i , 

et une infinite d'autres relations entre j^ et s^ sont geome- 
triquement impossibles. Cette remarque tris-simple re- 
duit notablement le nombre des formes que pourra pren- 
dre I'ordonnee exprimee en fonction de 5. Si Ton n'en 
tient pas compte, si Ton admet indistinctement toutes les 
relations analytiques entre^ et 5, sans ecarter celles qui 
n'ont pas de signification g^ometrique, il pourra done 
arriver qu'une integrale n'ait plus de maximum ou de 
minimum, quoique la grandeur geometrique qu^elle re- 
presente doive en avoir ; et c'est en effet ce qui rend chi- 
merique la recherche du minimum de Tintegrale J yds. 
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117. La consequence de ce qui precede est que dans 
tous les cas ou Ton cherche une relation entre Tare s et 
Tune des coordonnees a:, y, que Ton prenne Tare 5 pour 
variable independante ou pour fonction a determiner , il 
faudra^ pour retablir Fequivalence entre la question ana- 
lytique et le problime geom^trique dont elle est la tra- 
duction, introduire la restriction nouvelle que la deriv^e 

— ou —- doit fetre comprise entre -f- i et — i. On I'in- 

troduira tr&s*simplement en regardant x, y comme des 
fonctions de s assujetties a verifier Tequation 

rf? "^ ^ ~ ' ' 

et il ne restera plus qu'a chercher les formes de ces fonc- 
tions qui conviennent a la question proposde. Dans ces 
conditions, le problime de la surface de revolution mi- 
nima se pr^sente sous ce uouvel ^nonce analylique : 

X et y itant deux fonctions de s assujetties h veri- 
fier r equation 

dx^ dy^ 

determiner les formes de ces fonctions de telle sorte 
que r integrate f yds soit un minimum; etil se ramene, 
par consequent, a chercher le minimum absolu de Tin- 
t^grale 

X ^tant une fonction de s inconnue mais invariable de 
forme, dont on disposera pour satisfaire a la condition 

dx^ dr^ 

\--j- 1=0. 

ds' ds^ 
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Resolu sous cette forme, le probleme nous ram^nerait a 
la chainette, comme dans le cas on x ^tait la variable 
independante. 

118. Ces considerations sont tellement importantes, 
leur application se presente si frequemment, qu'on nous 
saura gre d'exposer plus en detail la marche a suivre 
lorsqu'oii veul determiner une courbe plane jouissant de 
quelque propriete de maximum ou de minimum, en pre- 
nant Tare s pour variable independante. Soient x^ j les 
coordonnees rectangulaires d'un point de la courbe, 
x\ j/^ . . . j^', y ' * • les derivees successives de x elAe y 
prises par rapport a ^, et supposons quHl s'agisse de deter- 
miner X eiy en fonctions de 5, de maniere a rendre 
maximum ou minimum Tintegrale 

Les fonctions inconnues x^y etant liees entre elles par la 
relation a/^-^y* — i=o,ilfaudra aF(5, jr,a/,a/'5j^,j'',y) 
ajouter le terme X(je"-f-j^'* — i), 1 etant une fonction 
indeterminee de s^ de sorte que le probleme reviendra a 
cbercher le maximum ou le minimum absolu de Tinte- 
grale 

S= r \ds, 
dans laquelle 



{*) Comme ie point a partir diiquel Tare est compte est completement 
arbitraire, on pourrait, sans diminaer la g^nera1it<l des formules, faire 
5j =0, s^=-Sy s etant la longueur entiere de la courbe ; mais nous conser- 
verons aux limites s^^ 5, lear notation ordinaire, pour que les formulas 
perdenl moins de leur symetrie. 
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Designons respectiveraent par P, Pi> Pi, Q> Qi, Qi les 

derivees parlielles de V prises par rapport a x, or', a/\ 
y,^',y ; la variation de I'integrale sera 






pourvu qu'on comprenne sous le symbole ds^ tant6t la 
variation de 5i, tant6t celle de 5,, suivant la substitution 
qui Taffecte (n° 25). £galee a zero, cette variation donne 
d'abord les deux equations indefinies 

^ ^P. , d^V, 
ds ds^ 



f — H -^ = o 



lesquelles jointes a la condition 



serviront a determiner les fonctions x^j^ X. 

Lorsque la fonction F ne renferme pas Fare s^ les 
equations (i) admettent toujours une integrale premiere 
facile a obtenir. En effet, dans la derivee to tale de V 

^ = P;r'-h P,x''4- P,^"'-t- Qj^'-H Q./'-hQ.>"H- ^V, 
ds "^ 

le dernier lerme disparait, puisque i n'entre dans V que 
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SOUS forme lineaire et qu'on a 

----=j?'»-hy*— i = o. 

Substituant a P, Q leurs valeurs tirees des equations (i), 
on aura done « 

^ = (P»^"+ P',^') + (P^x'^- P>') 

H-(Q.r"H-Q'./)-h(Q.r-Q;r'), 

expression qui se compose de quatre derivees exactes et 
qui donne par Tintegration 

(2) V= ^-hPta:'-hQ,y-hP.^"- ^ x'4- Q^r'^- ^f, 

k etant une constante arbitraire. 

119. Pour tirer plus facilement parti des termes aux 
limites de dS, nous y remplacerons d'abord les valeurs 

limites des variations dx. dr, — r~' T"^ P**^"^ l^s varia- 

ds as 

tions des valeurs limites de x, jr^ j/, jr'. Designons par 
|» ?S ^> '^^ l^s valeurs de x, a:/, j', j^' correspondantes a 
Tune ou a Pautre des extremit^s de la courbe, en sorte 
que Ton ait 

le signe de substitution devant porter tant6t Tindice^t, 
tant6t I'indice ^j, nous aurous, en prenant la variation 
des deux membres (n^ 30), 
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11 en resulte qu'on peut, sous le signe de substitution, 
dans les termes aux limites de JS, remplaeer dx, dy^ 

dSa: dSr , , 

— 7~ ? — -^ par les valeurs suivantes : 

as as '■ 

^x = ^? — a^'os, — - = S^'^a/'Ss. 

as % 

ces termes deviennent alors 



^')^5-+- (Q.-^)^«-f-P2ar-f-Q.^*»' j 



"*'rh-(''-^')-^-(''-^')^-''"'-*<!"- 

Or, en verlu de I'equation (2), le coefficient de ds n'est 
autre chose que )a constante /r ^ on a de plus 



/.: 



^'$S = A{SS2 —$S^) = k$(s, — Si), 



5j — $1 etant precisement la longueur entiire de la courbe. 
Done les termes aux limites de dS prennent la forme de- 
finitive 

^^(,,^,.)H_jf 'j ^p,_:^W_^./Q._!g!\^>^+p,^g'^-Q,5v| 

Nous pouvons des a present et avant tout faire une 
remarque importante. Lorsque la longueur s^ — Si de la 
courbe est determinee, le terme kd(Si — ^1) disparait 
avec la variation 3 (s^ — Si) qui est nulle^ mais chaque 
fois que la courbe est variable de longueur, ce terme ^gale 
a zero fournit la condition 

A- = o, 
IV. 16 
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qui r^duit Tequation (2) a 

120. Voyons quelles' sont, pour quelques reslriclions 
particulieres, les equations aux limites que la courbe doit 
verifier. 

1^ La courbe doit Stre menee entre deux points 
fixes. — Les valeurs limites J, w de a:, j^ etant don- 
n^es, on a (J^ == o, (Jyj = o. II est vrai que la relation 
generale a/'-+-j"'* = i entrainepour les valeurs limites 
de x', jy*' une relation pareille, ou $"-h >?'* = i, d'ou il 
semble r^sulter que les variations eJ^', dri' sont lides 
entre elles par la condition 

mais comme on a deja tenu compte de cette dependance 
generale entre o(f et j-' au moyeh du facteur indeter- 
mine A, on n'a plus a s'en occuper, et il est permis de re- 
garder des a present 5^', Jyj' comme arbitraires et ind^- 
pendants I'un de 1' autre. Les termes en $$', ?>?' de la va- 
riation de Tintegrale fourniront par consequent pour 
chacune des limites les deux conditions 

(3) P. = o, Q, = o. 

2" La direction de la tangente h la courbe en cha- 
cun des deux points extremes est donnee, ces points 
restant eux-memes in determines. — On a ^^' = 0, 
Jyj' = o, tandis que S^ et Sm sont arbitraires. Les equa- 
tions a verifier pour chacune des limites seront par con- 
sequent 
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3*^ Laligne cherchee doit aboutira deux courbes fixes. 
— Soil f (j:, j) = o, Tequation de Tune de ces courbes 
limites, les coordonn^es |, r? de rextremite correspon- 
dante de la ligne cherchee seront assujetties a la restric- 
tion 

qui etablit entre leurs variations une dependance mu- 
tuelle exprimee par 

— ^? H- — (y>3 = o. 
d% dm 

Les termes aux limites en Jj et $in donnent d'ailleurs 
pour Fextremite que Ton considere 



p. - '"^^ 



ds 
ou, en elimiiiant Jf ou Jyj, 



,5-.(q,-^).. = o. 



P. 


rfp, 

ds 


Q. 


ds 




d{ 
dl 


di 

dfi 



(5) 



Dans le cas particulier ou la courbe limite serai t une 
droite, les derivees —:> -p- seraient constantes: deplus, 

dc dfi 

SI cette droite etait parallele a Taxe des x^ -^ serait nuUe, 
et Fequation (5) deviendrait 

Pi — -T- = o; 

ds 

elle se reduirait, au contraire, a 

si la droite etait perpendiculaire a Taxe des x. 

i6. 
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On aura eu outre, pour la limite dont il s*agit^ 

Pj = 0, Qj = o, 

chaque fois que Ton n^aura pas fixe la direction que la 
tangente a la courbe cherchee doit avoir an point ex- 
treme. 

P&OBLEME VIII. 

421 . Troui^er la forme que doit prendre un corps ho- 
mogene de volume donne, pour que Vattraction quit 
exerce sur un point materiel A, dans une direction 
donnee AX, soit la plus grande possible. 

Nous admettous comme evident : i^ que le point ma- 
teriel A ne peut pas 6tre separe du corps, ou qu'il doit 
^tre pris soit a la surface du corps, soit dans son interieur ; 
2** que le corps doit 6tre un solide de revolution dont 
Taxe coincide avec la direction AX; et nous nous pro- 
posons de trouver la generatrice de ce solide. 

Prenons le point A pour origiue et la direction AX 
pour axe d'un systime de coordonnees polaires. Soit dv 
un element du volume, u sa distance a Torigine, Tangle 
que cette distance fait avec Taxe, (f Tangle diedre com- 
pris entre le plan meridien de Tel^raent di* et un plan 
meridien fixe* En supposant Tattraction proportionnelle 
a la puissance »**"** de la distance, on pourra repr^senter 
par Jxa"^^' la force avec laquelle le point A est attire par 
di^, et par 

df=z nu"cos^dp 

e 

la projection de cette force sur Taxe AX. On a d'ailleurs 

dv = u^ sin 9 dud^dt^y 
et par suite 

df= fxa"'*-' sin cosQ dud 9 d<f. 
En integrant, 1° par rapport a y entre o et 2 7r, 2** par 
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rapport a u entre o et r, r etant le rayon vecteur d'un 
point quelconque de la surface ou de la gen^ratrice du 
solide, 3° par rapport a d entre o et tt, <m trouve pour 
Tattraction exercee par le corps en tier sur le point A, 



r > 



fz:z'nz\k I ^sinOcosd^O^ 



et pour le volume en tier du corps, 



■5- sinQdQ. 



Cela pose, il s'agit de determiner r en ibnction de 0, 
de maniire que, ^ demeurant constant, y soit un maxi- 
mum, ce qui revient a chercher le maximum absolu de 
I'integrale 



X 



TT / ^n+3 ■•3 



cos — c — ) sin £/0 , 



o x«4-3 3 

c etant une constante dont on disposera pour donner a i^ 
la valeur voulue. 

Ce probleme se resout inimediatement, et Tequation 
de la generatrice en coordonndes polaires est 

/•"■'-' cos — cr' = o , 
ou 

( 1 ) r» cos = c. 

Pour n =^ — I cette equation repr^sente un cercle 
dout le centre est sur AX et dont la circonference passe 
par A. 

Pour n = — 2, ce qui est le cas de F attraction uni- 
verselle, Tequation (1) prend la forme 

(2) r^ z=z a^ cos 0. 
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Telle est done r-equation de la generatrice du solide 
cherche, lorsque rattraction est supposee agir en raison 
inverse du carre de la distance. Le point attire A est 
situ^ snr la generatrice, ou sur la surface du solide, puis- 

qu'a =± - correspond rp=zo, II resulte d'ailleurs de 

la forme de Tequation (2) que 9 ne peut pas avoir une 

valeur positive ou nega ti ve plus grande que ±: - 9 et que la 

courbe se trouve par consequent tout entiere d'un c6te 
de la droite AY menee par le point A perpendiculaire- 
ment a I'axe AX. 

122. Pour comparer la force avec laquelle le solide 
ainsi determine attire le point A a Tattraction exercee 
par uue sphere homog^ne de meme masse sur un point 
place a sa surface, il suffit de calculer, par les formules 
deja obtenueS) le volume i^ et la force f^onr le solide et 
pour la sphere. Jointes a Fequation (2), ces formules 
dbnnent pour le solide en question 

L'equation en coordonnees polaires d'une sphere de 
rayoQ ^o> rapportee a un point de la surface comme ori- 
gine, etant 

r =: 2 «o cos B , 

on trouve de m^me pour son volume i^q et pour rattrac- 
tion /o qtt'elle exerce 

Les deux corps devant avoir le memo vohime, on a 



GQURBES PLANES. 24? 

f == Vo, et par suite • 

d'ou il resulte 

L^attraction exercee par une masse homogene sph^- 
rique sur un point de sa surface est done a la plus grande 
attraction que cette m&me masse, convenablement mou- 
lee et orientee, pourraitexercer sur le meme point, comme 

V25 est a 3, ou a peu pres comme 38 a 39. Ce resultat 
a ete indique d'abord par Gauss. 

P&OBLEME IX. 

123. Trouuer une courbe telle , que Taire comprise 
entre la courbe elle-meme, sa dei^eloppee et ses deux 
rayons de courbure extremes soil un minimum, 

Soient s I'arc et p le rayon de courbure ; Taire comprise 
entre la courbe, sa developpee et deux rayons de courbure 

s'exprimera par - fpds, Prenons Tare s pour variable in- 

dependante, les coordonnees x, y pour des fonctions a 
determiner, et designons par x\ j/', • . -^y^y^ • • • ? leurs 
derivees successives relatives a 5, ces fonctions seront 
liees entre elles par la condition 

et le problime se reduira a chercber le minimum absolu 
de Tintegrale 



I 



[f-^.^x"-^-y' — l)]ds, 



X etant une fonction de 5, incoonue, mais invariable de 
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forme. On peut regarder p comme une fonction explicite 
de x", y\ puisqu'on a 



I 

p = , . =1 



yjx"^ 4» -.'/« 



ce qui donne 



P -3 ^« "P A» ^n 

5^-"-P^^ 5p7--p^- 

Cela pose, en conservant les notations du n° H8, on 
trouve 

y=o^\{x''^y^^i)=:^, p = o, Q = o, 

Puisque P et Q sont nuls, les equations indefinies de* 
viennent 

ou 

2X:c' 4- p^x*' 4- 3p^ 4^ x" — a, 

as 

(0 . 

a et i etant deux coti§tantes arbitraires. Ces equations 
jointes a 

doivent servir a determiner x^y^ A. 

Rappelons-nous d'abord les relations generates faciles 
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a deduire 



od x" -h Yy" = o 



> 



a^aJ" ^y'y"' = — {x'"' +/'=*) = — 4^ 



P^ 



^•^ "^ r-=» ds ' 

remarquoDS aussi que les equations 



donnent 



•^J — y-^ = — r~"=~T = — "' 



le signe superieur ou inferieur ayaul lieu suivant que le 
rayon p du cercle osculateur fail un angle aigu ou obtus 
avec les jr posidfs. 

Cela pose, en ^liminant X entre les equations (i), ou 
trouve 

p3(y;p- _ :ry'") -+- 3p^ ^ i/x" - xy"] = ay' - bx , 

equation qui s'integre sur-le-champ, et donne 

/5^(/'j?" — J^^y ) ^= ay — bx -{-c, 
ou bien 

( 2) p^ =z ay — bx^ c, 

en supposant que la courbe tourne sa coneavite en bas, 
ou vers les y negatifs. 

Les m^mes equations (i), multipliees respeclivement 
par xf'^y^^ et ajoutees, donnent d'ailleurs 

f[x"x'" -^y'^y) -h 3p' ^ [x^'^ 4- Z^^) = ax" -+- by\ 



ou 



2 --i- = ax" + by", 

CIS 
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ct en integrant, 

(3) 2p — ax* — hy' = k, 

k etant une nouvelle coustante arbitraire. 

124. Chacunedes equations (2) et (3) pent represen- 
ter la courbe cherchee. Pour determiner les constantes 
qu'elles renferment, il faut faire intervenir les termes 
aux limites de la variation de I'integrale. Si Ton appelle 
indistinctement J, yj, 5', y) les valeurs de a:, y^ a/, y 
correspondantes a Tune ou Tautre des exiremites de la 
courbe, ces termes peuvent s'^crire 

/>-(^-f)--(''-t)^-^-'-«-'i" 



-h 

^s 



^^•j(p,_!^),gH_(Q,-^),,-,P,,r-t-Q,^,'j, 



ou, enayantegard aux equations (i), (3), 

Gomme la longueur s^ — Si de la courbe n'a pas ete 
fixee a priop, la variation 3(st — ^1) reste arbitraire, et 
son coefficient k doit ^tre nul, ce qui reduit I'cqua- 
tion (3) a 

(4) 2p=ax'-^by. 

Telle est done Fequation gen^rale de la courbe. Voyons 
ce qu'elle deviem dans des cas particuliers. 

1° Lorsqu'un des points extremes de la courbe est en- 
ti^rement indetermine, que Ton ait fixe ounoh la direc- 
tion de la tangente en ce point, les variations $^j$yi de ses 
coordonnees restent arbitraires, et leurs coefficients ega- 
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les a zero dans les termes aux limites donnent 

a = o, ^=0. 

L'equation (4) de la courbe se reduit, par consequeut, k 
p = o, equation impossible qui avertit que dans ce cas 
il n'y a point de minimum. 

a^ Supposons que les points extremes A, B de la 
courbe soientdonnes. On a ^^ =o, les variations ^^^ $y/ 
restant arbitraires (n^ 120, i^): leurs coefficients egales 
a zero donnent pour les deux limites 

p^x'' = o, p*/' = o, on pU' = o, f.y =r o, 

puisque px'^ == J^? P^' = — ^« Or j/ et y ne peuvent 
pas ^tre nuls en m6me temps, puisque la somme de leurs 
Carres est egale a 1' unite, il faut done que p s'evanouisse 
aux deux points extremes, ou que Ton ait 

oxi — ff-^i + c == o, ajr^ — bxj 4- rr == o, 

"^ij J^i? ^ty y% etant les coordonnees des points A, B. 
Prenons la droite AB pour axe des X] les coordonnees 
yijj* seront nuUes et les equations aux limites, devenues 
bxi = c, bXi = c, donneront i (oTj — Xi ) = o, ou 6 = o, 
et par suite c = o. Les equations de la courbe (2) et (4) 



se reduisent alors a 



p' = «r^ 2p = flx', 



el Ton en tire success! vement 



^2 ^'2 — 




djc^ 


Ar 




djc* -h dy^ 


a 


dx 







11 est facile de reconnaitre dans cette dcrniere equation 
l'equation d'une cycloide engendree par ud cercle de 
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rayon ^ qui roule sur Faxe des x, Comme, en outre, les 

extremites de Tare se trouvent sqr ce mfeme axe, on serait 
tente d'en conclure que la courbe cherchee est une bran- 
che de cycloide complete, tracee entre les deux points 
donnes A et B. C'est du moins le resultat auquel on s'ar- 
r^te ordinairement. 

On ne pent pas se dissimuler cependant que cette con- 
clusion renferme quelque chose d'arbitraire, el qu'au 
fond rien ne prouve que la courbe doive se composer 
plutot d'une seule que d'un nombre quelconque de cy- 
cloi'des. En supposant que I'on conslruise en ire A et B 
{fiS' ^) *5 ^' 3, . . . , w branches de cycloide egales et con- 
Fig. 5. 




secutives, on trouve pour Taire comprise entre la courbe, 
sa developp^e et ses deux rayons de courbure extremes, 

ou pour Tintegrale - fpds^ des valeurs proportion nelles 



2 - 



a 1 5 -5 ^5 • • . , -^ en sorte que Tintegrale diminue inde- 

(iniment et tend vers zero, a mesure que les cycloides se 
multiplient et tendent a se confondre avec la droite AB. 
11 parait done que la droite AB consid^ree comme la li- 
niite d'une infiniie de cycloides, est une espice de solu- 
tion singuliere du probleme, et que la cycloide unique 
ACB ne donne un minimum qu'autanl que Ton assujettit 
la courbe cherchee a ne pas avoir de point de • rebrousse- 
ment entre A et B. 

3" Considcrons encore le eas ou les extremiles A, B 
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doivent se trouver sur deux courbes donnees. Les varia- 
tions d'^\ dW elant arbitraires, on a d'abord, comme dans 
le cas precedent , 

ay-y — bxx -f- c = o , ay-i — bx^ h- c = o , 
on 

^i — ^1 X'i — y^ 
—^— ="—¥-' 

equation qui exprime que la droite AB fait avec les axes 
dcs j: et des j^ des angles dont les cosinussonl propor- 
tionnels a a, h, Les termes aux limites fournissent en 
outre pour chacun des points A, 6 la condition 

Or, puisque le point 5, yj ne pent varier que suivant la 
courbe limite, 5$ , dn sont evidemment proportionnels 
aux cosinus des angles que la tangente a la courbe limite 
fait avec les axes des coordonnees. La derniere equation, 
jointe a la precedente, exprime done que la droite AB est 
normale a chacune des courbes limites, ou que c'est la 
distance la plus courte entre ces courbes. Apres avoir de- 
termiae par cette condition les deux points limites A, B, 
on aura la courbe cherchee, en les unissant par une bran- 
che de cycloide complete. 

Probleme X. 

125. Transfer la courbe qui a le plus grand ou le plus 
petit moment d'inertie par rapport a un point donne. 

Prenons le point donne pour origine des coordonnees 
et Tare s pour variable independante, le moment d'inertie 
de la courbe sera exprime par f(jc^ -^ y*)^^^ Jcs fonc- 
tions X et y etant liees entre ellcs par la condition 
a:'* -I-jk" = I ', le probleme revient done a chercher le 
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maximum ou le minimum absolu de Tintegrale 

dans laquelle X est une fonctiou de s de forme inconnue, 
mais invariable. 
On a 

Pr:±:2:c, P,= 2Xy, Q = 2 J , Q, = 2>/', 

et les equations de la courbe P — * = o , Q ^ = o 

deviennent 

(0 \ 

^ (jr-V/~X/' = o, 

auxquelles il faut joindre 



Si Ton retrancheTune de Tautre les equations (i), mul- 
tipliees la premiere parj^, la seconde par x, on irouve 

et en integrant, 

(2) X(j:/ — x'x)z=c, 

Les m&mes equations (i), multipli^es respectivement 
par x\ y\ donnent d'ailleurs 

xx' -H yr' — )l' = o , 
d'ou Ton tire, en integrant, 

(3) .r'-f. x'~- 2X = 0. 
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ElimiDant X entre les equations (2) ct (3), ou trouve 

(4) (^^-*- j'— ^) (^y—^y) = 2c, 

Equation generale de la courbe cherchee. II parait diffi- 
cile de Tint^rer sans determiner d'abord les constantes 
c et k^ mais elle conduit a une relation remarquable 
entre le rayon de courbure p et le rayon vecteur r. En 
effet, quand on elimine V entre les equations (i), il 
vient 

• p 

on prendra le signe superieur ou le signe inferieur, sui- 
vant que le rayon de courbure fera un angle aigu ou 
obtus avec les y positifs (n° 123). En reportant cette va- 
leur dans r^uation (2), on trouve 

formule qui montre que la cons tan te c doit etre positive 
ou negative, suivant que la courbe tourne sa convexile en 
haut ou en bas. L'elimination de X entre cette formule 
el Tequation (3) donne enfin 

(^^ P = -^ 4^ ^-^-JT" 

Ainsi le rayon de courbure p est-une fonction algebrique 
du quatri^me degre du rayon vecteur r. 

126. Avant de discuter les conditions aux limites que 
la courbe doit remplirdans les divers cas particuliers, re- 
marquons que si I'on appelle |, y? les coordonnees de 
I'une ou de Tautre des extremites de la courbe, on verra 
les termes aux limites de la variation c5S se reduire a 



i 



f^'^s,-s,)-{- (p,5?-i-Q,^>j). 



256 CALCUL DES VARIATIONS. 

Cela pose, admettons d'abord que la longueur de la 
courbe soil donnee. Le terme kd (s^ — 5,) disparaitra 
avec la variation § [s^ — 5,) sans determination aucune 
de la constante k. Si Ton suppose en outre que Tune des 
extremites soit fixe et I'aulre mobile, les coordonnees de 
la seconde extremite devront satisfaire aux conditions 
P, = o, Q, = o, ou 

Ix' =z O, ).j'= O, 

et comme xf^y ne peuvent pas ^tre nuls a la fois, il en 
resulte que la fonction X doit s'evanouir a la limite dont 
il s'agit, ce qui determine la constante c, car I'equation (2) 
exige alors qu'on ait c = o. Par suite, Tequation (4) de 
la courbe devient 

x/ — .t'j- = o , 
d'oul'on tire, en integrant, 

equation d*une droite passant par Torigine. II est d'ail- 
leurs facile de comprendre, independamment de toute 
demonstration, que cette droite donne le minimum ou le 
maximum, suivant qu'elle se dirige du point fixe vers le 
centre des coordonnees ou en sens oppose. 

127. Considerons en second lieu le cas ou Ton se pro- 
pose seulement de mener entre deux points donnos une 
courbe telle, que son moment d'inertie soit minimum, 
sans determiner d'avance la longueur de la courbe. La 
variation d (s^ — s^ ) ^tant arbitraire, on aura A = o, ce 
qui fail prendre a Tequation (5) la forme 

p = mr*. 
La courbe jouit done de cette propriete que son rayon de 
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courbure est proportionnel a ]a quatrieme puissance dti 
rayon vecteur. 

Ajoutons que Tequation differentielle de la eourbe 
sera 



xdy — ydx 



(is 
ou, en coordonnees polaires, 

icdr 



ciB = ±: 



il parait difficile d'en tirer quelque resultai si/nple. 

Probleme XL 

128. Trouifer la position d^equilihred*un jU flexible 
el inextensible dont les extremites sont attachees a 
deux points fixes. 

On sail, par les elements de la mecanique, que le fil 
ne pent ^tre en equilibre qn'autant que son centre de 
gravite se trouve le plus bas possible. 

Admettons d'abord que la densite du fil varie d'un 
point a Tautre, et designons par ^l la masse d'une unite 
de longueur du fil, fx sera une certaine fonction de Tare s. 
En supposant Taxe des y vertical et oppose a la direction 
de la pesanteur, on trouve pour la coordonnee verticale 
du centre de gravite du fil Texpression 

— ■nil I 

flL4iS ' 

telle est la quantity qu'il s'agit de rendre minimum, tan- 
dis que la longueur du fil et, par consequent, sa masse 
entifere f^f-ds doivent rester constantes. Done, si Ton 
prend Fare s pour variable independante, les conditions 
du probleme seront 

Jlt.ydsz=^. min., J y-ds z~ const., x'^ ^ y''^z=z i^ 
IV. 17 



258 CALCUL DES VARIATIONS. 

el la question se reduira a chercher )e minimum absola 
de I'integrale 

c etant une constante et X une fonction Indeterminee 
de 5. 

Cela pose, on a 

el les equations indefinies P — = o, Q — = o 

deviennent 

En integrant et falsant, pour abr^ger, • 
on trouve 

(0 ! 

a et b 6tanl des constantes arbitral res. Elevees au carre 
et ajoutees, les equations (i) donnent 

2X = ±:v//i'-H(M-f-*)S 
et, par suite, en eliminant ai, 

«x = it: ■ 5 



V'^' + CM + i)^ 

r/r = ± ; 
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Lorsque la fonction fi est connue, on peut integrer ces 
equations^ et obtenir x^ y exprimees en fonctions de s. 
En eliminant s on aura ensuite I'equation de la courbe 
cherchee. 

129. Mais on peut renverser la question et demander 
quelle doit ^tre la loi de densite, ou la fonction /x, pour 
que le fil se dispose suivant une courbe d^termin^e. En 
divisant Tune par Tautre les equations (2), on trouve 

dx 

et en diflerentiantpar rapport a s 

dM _ __ ^{di 
— _p_flf ^— -- 

L'equation de la courbe etant donuee, on peut exprimer 
le second membra en fonction de j, et deduire ainsi la 
forme de la fonction fx. Si Ton demande, par example, 
que la courbe soil un arc de cercle de rayon r, on aura 

dy s 

• Tare 5 etant compte a partir du point le plus bas, et, par 

consequent, 

a s 
11=:- sec^ -• 
r r 

Telle doit etre la loi de densite du fil, pour que, dans son 
etat d'equilibre, il affecte un arc de cercle. 

130. Supposons main tenant que la densite soit con- 
stante. Si Ton fait fJt==i, on aura M = S'^ substituant 
cette valeur dans les equations (2) et integrant, on 

^7' 



2&0 

trouve 


X - 
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- A — al ' ^ -^ 



et, en ^liminant 5 + A, 



-K 






La courbe est done, dans ce cas, une chainette. Les 
trois constantes que renferme son equation, se determi- 
nent par la condition que la courbe passe par les deux 
points fixes, et qu elle ait entre ces points une longueur 
donnee. 

Si les extr^mites du fil, au lieu d'etre attach^es a deux 
points fixes, comme nous TaTons suppose jusqu'ici, 
pouvaient glisser sur deux courbes donn^es, on trouve- 
rait facilement, en examinant les termes aux limites de 
I'integrale propos^e, que T^uilibre n'aurait lieu qu'au- 
tant que les extremites du fil seraient normales aux 
courbes limites. Ce resultat subsiste quelle que soit la 
loi de densite dans le fil. 
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ONZIEME LECON. 

Recherche de courbes dans Tespace; cas ou Ton prend Tare pour variable 
independante. — Ligne la plus courte sur UDe surface donnee. — Ligne 
la plus courte de courbure constante. 



131. Lorsqu'il s'agit d'appliquer le calcul des yaria* 
tions a la recherche d'une courbe dans I'espace, rappor- 
tee a un systime de coordonnees rectillgnes et reclangu- 
laires or^jr^ z, on peut regarder deux quelconques de ses 
coordonnees, par exempley et jz, comme fonctions incon- 
nues de la troisiime a:. Mais il est souvent plus commode, 
et toujours plus elegant, de prendre Tare s pour yariable 
independante, en considerant x, y^ z comme trois fonc- 
tions a determiner, et li^es entre elles par I'equation dif- 
f^rentielle 

dx' -h dx^ + dz^ = ds\ 

dont on tiendra compte au moyen d^un facteur ind^ter- 
mine, fonction de s (n^ 49). La marche a suivre dans 
la recherche des courbes planes, lorsqu'on prend Tare s 
pour yariable independante, exposee dans la le^on prece- 
dente, s'etend d'elle-^m^me au cas de courbes dans Pes- 
pace, et il suffira de donner ici un aper^u succinct des 
formules relatiyes a ce cas plus general. 

Soient j:, jr^ z les coordonnees rectilignes d'un point 
quelconque d'une courbe dans I'espace, xfj a/\ . . . , j\ 
j"^ . . . , z'^ z" ^ . . . leurs deriy^es successiyes, prises par 
rapport a Fare 5, et supposons qu'il s'agisse de determiner 
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la forme que doit avoir la courbe pour que Tintegrale 



I 



^j 



F(5, jf, y,V', J, /, y% z, 7!;:^')ds 



devienne maximum ou minimum. Les fonctions incon- 
nues x, y^ z etant liees entre elles par la condition 

si Ton fait 

V = F H- > [x" -h r'^ 4- a'^— i), 

X etant une fonction ind^terminee de 5, le probleme re- 
viendra a chercher le maximum ou le minimum absolu 
de Tintegrale 

yds. 



Designons respectivement par P, Pi, Pj, Q, Qj, Qg, 
R, Ri, Rj les derivees partielles de V relatives a x, a:', xf\ 
J, ^5 j^", iP, ^', -z'', nous aurons, pour determiner les 
formes general es des fonctions x^ j^ z, X, les equations 
indefinies 

ds ds- 

* 



auxquelles il faut joindre 

Dans tons les cas ou la fonction F, dans Tintegrale 
proposee, ne renferme pas explicitement Tare 5, mais 
seulement les coordonnees x, y^ z avec leurs derivees, 
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tes Equations (i) admettent une premiere ititegrald facile 
a obtenir. En effet, puisque non-sealement la d^riv^e 
partielle de F relative k 5, mais aussi celle de V par rap- 
port a A, ou a/*H-y'*-|- z'* — I, sent tiulles, la d^riv^e 
totale de V se reduit a 

dV 

~- = Pa:' -t- P, a:" -h P, x"" 
as 

-»-Qy-+-Q.r''+Q27'' 

Si Ton y substitue les valeurs de P, Q, R, tirees de 
requation (i), le second membre deviendra une derivee 
exacle, et il viendra, en integrant, 

\ as as as 

132. La' consideration des termes aux limites de la 
variation JS conduit tris-facilement aux conditions que 
doivent remplir les extremitds de la courbe. En appelant 
indistinctement J, yj, ^, $', rl^ f' les valeurs de x, j", -3, 
^'^y\ z\ correspondantes a Tune ou a Fautre des limites 
de Tintegrale, et supposant toujours que F ne renferme 
pas explicitement Tare 5, on verra ces termes se r^uire k 

AS(s2 — f|) 

4-/ (P2*5'-t-Q.*fl'+R»*?'), 



Is, 



et Ton en conclura tout d'abord que la constante k devra 
6tre nulle toutes les fois que la longueur 5j — Si de Tare 
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ne sera pas deterxninee a priori. Examinons niainteDant 
les deux hypotheses suivantes : 

x*^ Les points extremes de la courbe sont fixes. — On 
a $X = o, 5>3 =r p, 5^ = o, tandis qu'il est permis de 
regarder les variations 5^', dWy 5^' comme arbitraires et 
independantes les unes des autres, puisqu'on a deja tenu 
compte, au moyen du facteur X, de la liaison qui existe 
entre x' ^ y\ z', et, par suite, entre les valeurs limites J', 
>}', tj de ces derivees ; on en conclura que les trois equa- 
tions 

P, = 0, Qj = o, R,= o 

doivent avoir lieu pour chacune des extremit^s de la 
courbe. 

a^ Les points extremes sont seulement assujettis a 
rester sur deux surfaces donnees. — 3oit 

f(^, «, I) =z O 

Fequation de Tune de ces surfaces, les variations 5^, (Jw, 
S^ seront liees entre elles par la relation . 






H-^ -r^ri-h —^i^z=o; 



les ternies aux limites fournissent d^ailleurs la conditiou 

(p.-^)«-(q.-^)'-(«.-5)«=«- 

Eliminant Tune des variations 5|, Jyj, 5^, et egalant a 
zero les coefficients des deux autres, il vient 



as 


d{ 

dft 


R, ^^ 

ds 


d{ 


~~ d{ 
dl 
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Telles sont les eqaations que doi vent verifier les coor- 
donnees de Textreniite que Ton considere. 

Les directions des tangentes extr^es, ou les valeurs 
de I', )?', ^', n'etant pas donnees, on aura en outre, comine 
dans le cas precedent, les trois equations 

Pj = o , Q, = o , R2 = o 

pour cbacune des limites. 

433. Pour ne pas ^tre oblige d'interrompre la discus- 
sion des problemes qui vont suivre, nous croyons utile de 
rappeler ici quelques formules relatives a la theorje des 
courbes dans Fespace et d'expliquer le sens que nous 
attachons a certaines expressions. Considerous trois 
drpites A, B, C, prises chacune dans une direction deter- 
minee et faisant avec les axes des a:,y, z, des angles dont 
les cosinus sont : pour 1^ premiere droite a, a', al\ pour 
la seconde h.^ h\V\ pour la troisieme c, c', c"^ admet- 
tons que la troisieme droite C soit perpendiculaire aux 
deux autres A et B, lesquelles comprennejit entre elles un 
angle quelconque 0, on aura 

ah 4- a' b' -f- a" b" = cos © , 
ac -h a' c -\-a" c" = o, 
tc-\~b'c' -^-b" c" =o, 

et, en eliminant tour a tour c, c\ c . 

,^, a'b" — a"b' a''b — ab" ab' ^a' b ^ . ^ 
(3) = -, =.__,,_ =:±sinO. 

Les cas ou il faut prendre Fun ou Tautre des deux signes 
du dernier membre se distinguent de la maniere suivante : 
concevons que par un point quelconque on meue trois 
droites A\ B',,. C paralleles a A, B, C, ces droiles pour- 
ronl etre considerees comme les aretes d'un angle triedre 
dans Icqucl deux des angles plans sont droits, et le troi- 
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sieme egal ad; de m^me on peut regarder les axes positifs 
des coordonndes x, y, z, comme les aretes d'un second 
angle triedre, dans lequel chacun des trois angles plans 
est un angle droit. Cela pose, deux cas sont possibles : 
les aretes A', B', C du premier angle triidre se suivent 
dans le m&me ordre que les axes desa:, j, z, aretes du 
second angle triMre, ou elles se suivent dans Tordre 
inverse; en d'aulres termes, si Ton applique C sur Taxe 
des z^ B' sur Taxedesj)^, la droite A' pourra se trouver 
du m^me c6te du plan jz que I'axe des x ou du c6le 
oppos^, de sorte qu'en faisant Tangle Q egal a 90**, les 
droiles A', B', C se superposeront dans le premier cas 
aux axes des x^y, z, tandis que dans le second cas la su- 
perposition n'aura pas lieu. Le signe superieur, dans le 
dernier membre dela formule (3), correspond au preinier 
cas, le signe inftrieur au second. 

Nous dirons, pour faciliter Ik langage, que la succes- 
sion des droites A, B, C est directe dans le premier cas, 
inuerse dansle second. 

Si les quantit^s a, a', a'\ t, 6', fc", c, c\ c" etaient 
seulement proportionnelles aux cosinus des angles que 
les droites A, B, C font avec les axes des x, y^ z, et 
qu'en outre chacune de ces quantites eut le m^me signe 
que le cosinus qui lui correspond, on aurait encore 

a' b" — a'' b' _ a "b—ab" _ ab' -- a' b 
c "" c' "" ?' ' 

et chacune de ces fractions serait egale a 



V c» 4- c'» -+- c"» ' 

on prendrait le signe superieur ou le signe inferieur, sui- 
vant que la succession des droites A, B^ C serait directe 
ou inverse. 
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134. On deduirait trisrsimplement de ces formiiles 
toute la iheorie des courbes a double courbure; mais 
nous ne rappellerons ici que quelques theorimes fonda- 
mentaux. Soient x^y^ z les coordonnees d'un point quel- 
conque P de la courbe, les cosinus des angles que la tan- 
gente T a la courbe fait avee les axes des a:, j', z, seront 
proportionnels aux differentielles 

dx , dy y dz\ 

de m^me, quelle que soit la variable independante, 
dx-^d^x, dj-\-d^y, dz -\- d^ z 

serout proportionnels aux cosinus qui determinent la di- 
rection de la tangente T' en un point P' infiuiment voisin 
de P. Done, si Ton appelle <ia> Tangle de contingence ou 
Tangle aigu compris entre les deux tangentes consecutives 
T, T', et X, Y, Z les cosinus des angles que la droite O, 
perpendiculaire aux deux tangentes, et par consequent 
au plan osculateur de la courbe, fait avec les axes des 
x^y^ Zy on aura 



&) 
9 



djr d^ z — dzd^y dzd^x — dxd^z dxd^j — dyd^x d 
Xd? ~ Yd? ~ Zd? ~''7S 

pourvu que la droite O soit prise dans une direction telle, 

que la succession des droiles T, T', O soit directe. Or — 

etant evidemment reciproque au rayon de courbure p , si 
Ton prend Tare s pour variable independante, il viendra 

yz''—zy" z'x" — x'z" x'r" — y'x" I 

(4) X =-"— Y — = ^-z = p' 

Pour Irouver la direction, du rayon de courbure p, ou 
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les angles a, jS, y que ce rayon fait avec les axes des coor- 
donnees, nous ferons remarquer que p est a la feis per* 
pendiculaire a la tangente T et a la normale O, et que, 
en vertu de ce que nous avons deja admis, la succession 
des droiles O, T, p est necessairement directe; on aura 
done 

cos a cosp cosy 

et, en eliminant X , Y, Z au moyen des equations (4) , 

(5) . cosa=pa:", cosp = pj", coS7 = p3", 

(6) l=(x":^,.-2 4-z"^)i 

135. Supposons maintenant que la courbe soit tracee 
sur une surface ayant pour Equation differentielle 

dz =^ pdx -f- qdy . 

Si un plan roulait le long de la courbe de maniire a ^tre 
toujours tangent a la surface, ses intersections successives 
engendreraient une certaine surface developpable S ; nous 
allons chercher ce que devient cette courbe lorsque la sur- 
face S est d^veloppee sur un plan. 

Considerons deux plans tangents menes a la surface 
donnee, en deux points P, PMe la courbe infiniment 
voisins Tun de Tautre; la normale N au premier plan 
fera avec les axes des x, y^ z des angles dont les cosinus 
seront proportionnels a p ^ cj t — i et auront les memes 
signes que ces quantites, pourvu que la normale N soit me- 
nee en dessous du plan, de maniere a fairc un angle obtus 
avec I'axe des z ; de meme p -^ dp ^ q -{-dq ^ — i seront 
proportionnels aux cosinus des angles que la normale N' 
au second plan tangent fera avec les axes. L'intersection 
G de ces deux plans, genera trice de la surface develop- 



COURBES DAHS L^ESPACE. 26y 

pable, est perpendiculaire a la fois aux deux normales, 
et si Ton appelle /, m, n les cosinus qui determinent sa 
direction, on aura 

I m n 

a la condition que la droite G sera prise dans la direction 
necessaire pour que la succession des droites N, N', G soit 
directe. L' angle © compris entre la generatrice G et la 
tangente T a la courbe sera done determine par I'equation 

( 7 ) COS y = — . . ■' ■ 

\dp^ ^ dq^-\- {pdq — qdp y 

Si Ton doune a Tare s un accroissement infiniment petit 
ds^ Tangle (p recevra un accroissement correspondant d ^, 
qu'il importe de determiner. Pour simpliCer le calcul, 
nous admettrons un moment que le plan xy, coincide avec 
le plan tangent au point P, et que I'axe des x soit dirige 
suivant la tangente a la courbe, de sorte que Ton ait, en 
ce point P, p = o , ^ == o , of^' = i , j)^' = o , ^' = o , et 
aussi x" = Oy puisqu'en general x'x^'-hyy^-hz'z^^=o. 
On aura alors simplement 



et de menie 



ciq 

COS (f = — 

\dp^ -\- dq 



dp 
Sin cp = 



^dp^ -h dq"" 



en admellant que T, G, N, se siicc^dent dans Tordre des 
axes des x,y^ z. 

Cela pose, si Ton differentie Tequalion (7) et qu'on y 
substitue apres la differentiation les valeui s p = o, 9 = 0, 
x' =: I , y' = o , z' = o , x" = o 5 on irouvera sans peine, 
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en divisant le resuhat par — sin<p, 

La diil^reniielie d^ exprime la difference ^ — (p des angles 
que deux generatrices G', G, passant par deux points 
P, P' de la courbe, iniiniment voisins Tun de I'autre, font 
avec les tangentes T, T' en ces points. Ces generatrices 
ne sont pas en general parallMes entre elles, etl'on trouve 
facilement Tangle d'i^ qu' elles comprennent, en observant 
que la normale N est a la fois perpendiculaire a chacune 
d' elles, et que les drbites G, G', N font avec les axes 
coordonnes des angles dont les cosinus sont respective- 
men t proporlionnels a 

dq^ —dp, pdq — qdp ^ 

dq'\-d^q, — (dp -{-d^p), pd^q — qd^p ; 
/? . q -^ I. 

En effet, appliquee a cecasparticulier, la formule (3) don- 
nera, quand on aura fait^ = o , ^ = o, et qu'on suppo- 
sera directe la succession des droites G, G', N, 

dqd^p — dpd^q 



d^z= 



dp^ -+- dq^ 



Dans cette meme hypo these, la difference d^ — d(f est 
evidemment egale a Tangle de contingence dco, compris 
entre deux tangentes consecutives a la courbe aplanie. 
Si, an conlraire, la succession des droites G, G', N etail 
inverse, il faudrait ecrire — d^ au lieu de d^ dans la 
derniere fornjule, mais en meme temps Tangle de contin- 
gence dci) deviendrait d^-\-d(f, II en resulte, en rem- 
placant d^ et d^ par leurs valeurs, qu'on aura dans les 
deux cas 

d(ti 



ds 



J J 
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eu prenant le signe superieur ou inferieur suivant que la 
succession des droiles G, G', N estdirecte ou inverse. On 
aurait obtenu le meme resultat en admettant que T^ G, 
N se succedent dans I'ordre inverse des axes des x^j, z. 
En appelant Q Tangle aigu compris entre le rayon de cour- 
bure p et la normale N, el r le rayon de courbure de la 
courbe devenue plane, on en deduit la formule tres-simple 

(8) ^ = ^, 

r p 

que Ton pent regarder comme I'equation de la courbe 
rabattue. .Cette equation est d'ailleurs independante du 
choix particulier des coordonnees. Traduite en langage 
ordinaire, elle renferme le theoreme suivant assez remar- 
quable : 

Une surface dei^eloppable etant circonscrite a une 
surface quelconque de maniere h la toucher le long it une 
courbe donnee, le rapport entre le rayon de courbure 
de cetie courbe a double courbure et celui de la courbe 
plane avec laquelle elle coincide lorsquon rabat la 
surface dei^eloppable, est, dans tous les points correS" 
pondants des deux cotirbes, egal au sinus de V angle que 
le rayon de courbure de la courbe donnee fait as^ec la 
normale commune aux deux surfaces. 

Ces principes etablis, revenons aux applications du cal- 
cul des variations. 

Probleme XU. 

1 36. Trouuer la ligne la plus courte entre deux points 
sur une surface donnee, 

Soit ii'= O Tequalionde la surface donnee, et prenons 
I'arc s pour^ variable independante 5 les conditions du 
probleme etant 
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la question revieudra a chercher le minimum absolu de 
Tintegrale 



ly 



j I + l{x'^ -V-j'^ -h a" — i) -H- fAtt } dj, 



dans laquelle let fi representent deux foncdons indeter- 
minees de s. 

Conformement aux notations adoptees, on a 

V= I -hlix'^ 4-y + 2"— i) -h fAU, 
cfu da du 

P-_-.^_, Q=.i.-, R-P5^. 

ce qui conduit aux equations indefinies 

du 
/x-^ — 2X'j: — 2>>x" = o, 

(i) ;p_^- :iV/ _2>y'~o, 

fA-; 2 V 2' — 2\z" = O, 

auxquelles il faul joindre 

11 = 0, x'^ -h y^ -\- z"' = I. 

Les equations ( i ) , multipliees respecti vemen t par a/, y\ 2' 
et ajoutees, donnenl 

2)/ =: o, oil 2> = c, 

ce qui les reduit a 

du „ du ,, du ,, 

d'ou Ton lire, en elimioant /i, 

(2) 



ldu\ I c/u\ / du\ 



[I 



\dx j ' Y^X J Y^^ / 



COUUBES DAWS l'eSPACE. 2^3 

equations differeniielles de la courbe cherchee. On ne 

saurait les inlegrer sans specialiser d*abord la fonction li, 

ou la nature de la surface donnee, mais elles expriment, 

m^me sous cette forme geuerale, une propriete remar- 

quable de la ligne la plus courte. On sait^ en effet, que 

1 J , . > , ., du du fiu . „ 

les derivees partielies "j-' "7"' -7- ^^^^ proportion nelles 

cue '■*/ az 

aux cosinus des angles que lanormale a la surface donnee 
fait avec les axes des a:, y, z, et que x!'^y"^ z" sont pro- 
portionnels aux cosinus des angles que le rayon de cour- 
bure de la ligne cberch^e fait avec les m^mes axes. La 
formule (2) nous apprend done que ces deux lignes ont 
la m^me direction, c'est-a-dire qiie le rayon de courbure 
de la ligne la plus courte est partout normal a la surface 
sur laquelle elle est tracee. On appelle en general lignes 
geodesiques les lignes qui jouissent de cette propriete. 

L' angle compris entre le rayon vecteur et la normale 
etant nul, il en resulte encore, d'apres le theoreme du 
numero precedent, que si une surface de^eloppable tou- 
che la surface donnee suiuant une ligne geodesique, et 
qiCon rahatte la premiere surface, la ligne geodesique 
deviendra une ligne droite. 

437. Pour obtenir Fequalion de la courbe sous sa 
forme habitucUe, faisons pour un moment 

X = dydH — dzd^y, Y = dzd^x — dxd^z 
Z = dxd^y — djrd^x, 

sans parliculiser d'abord la variable independanle 5 on 
aura 

Ydz — Zdr ,, Zdx — ^ilz „ y.dy-^Ydx 
^.____ , jr = ~ , z = 

Si Ton appelle p, q, r, s, t les derivees partielies de i des 
IV. 18 
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deux premiers ordres, tirees de requation m = o de 

la surface donnee, p, y, — i seront proportionnels a 

du du du ^ ^ 1 / V w . 

— » —> — et la lormule (a) pourra s ecnre 

Ydz — Zdx Zdr-^Xdz Xdf — Ydx 



Multiplions respeclivemenl par X, Y, Z les numera- 
teurs et les denominateurs de ces trois fractions, la somme 
des numerateurs deviendra nulle; celle des denomina- 
teurs devra done aussi s^evanouir, sans quoi chacunedes 
fractions serait nulle, et Ton aurait constamment 

x" = o, y = o, z" := o, 

et, par suite (n^ IS^-), p = oo , ce qui n'esl pas generale- 
mcnt possible. II en resulle 

pX 4- gY — Z= o, 
ou 

p (djrd^z — dzd ^x)-hg (dzd ' x — tixd ^ z) — {dxd^y — dyd^x) = o. 

Prenons mainlenant x pour variable ind^pendanle, el 
introduisons les valcurs 

dz = pdx 4- qdy^ 
d^z =: rdz^ -h asdxdjr -j- idy^ -h g^^f^ 

il viendra, apres quelques reductions faciles a effectuer, 

Equation differentielle du second ordre, laquelle, joinle a 
M = o, determinera la ligne geod^sique. 

438. Les lignes geodesiques tracees sur un ellipsoide 
ont desproprietesinteressantes dont nous ferons connaitre 
quelques-unes, indiquecs d'abord par M. Joachimslhal. 
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Soieni a^b\^ c les trois demi-axes de reliipsoi'de, son equa- 
tion sera 



ml 



H = i 

a' b' c» 



et les equations (2), auxquelles doivent satisfaire les coor- 
donnes de la ligne geod^sique, deviendront 



x" y" z" 



(5) (J) i?) 



ou 



f etant une variable auxiliaire. 

En appelant P la perpendiculaire abaissee du centre 
sur le plan tangent a reliipsoi'de, et D le demi-diametre 
parallele a la tangente a la ligne geodesique, on a 



■ 1 or/ 

I x'» /^ z" 



(4) <^ 

Cela pose, si Ton differentie deux fois de suite I'Ajua- 
tion de rellipsoide, il viendra 

xx'' yy" zz" x'^ r'' z'^ 

-r -+-'^ + — ■+■ — -^TT + T = O' 
a^ 0^ c^ a} 0^ c^ 

substituant les valeurs ( 3 ) , et ayant egard aux equations (4 ) ? 
on en deduit 

^ I P^ 

1 =0, ou t :=z — — -• 

P' ^ D' \y 

Les equations (3) elevees au carre et ajoutees donneut 

d'ailleurs 

I _ t^ 

7"~ p^' 

18. 
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done, en eliminant t^ on trpuve 

(5) P=p» 

ce qui fournit d^ja un moyen tris-simple de calculer le 
rayon de courBure p de la ligne g^odesique. II en resuke 
en outre cette proposition : 

Les lignes geodesiques qui passent par un m^rne point 
de Vellipsoide, out dans ce point leurs rayons de cour- 
bure proportionnels auxcarres des denU^diambtres pa^ 
ralliles h leurs tangentes. 

Ajoutons qu'on parvient facilement a int^grer une fois 
Tequation diflFerentielle du second ordre de la ligne geo- 
desique, lorsque cette ligne est tracee sur un ellipsoi'de. 
En effet, si Ton diilerentie les deux equations (4)^ il vient 
d'abord 



I 

p3 


d? 
ds 


— 


xx' 


rr' 


-h 






I 


d\> 
ds 


— 


x'x" 

1 


rV 
b^ ^ 


z'z" 




D' 


«' ' 










DM 


xx' 
a' 


-4- 




zz' 



Multipliant la premiere equation par P*, la seconde par 
D*, et ajoutant, il vient 





^P dD 
P + D ^' 


et, en integrant 






PD — const. ~ C^ 



C'est Fintegrale cherchee, oal'^quation differentielle da 
premier ordre de la ligne geodesique. Combinee avec 
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1)2 

Fequation (5), p= — ? elle donne 

(6) P = p. 

et conduit au theoreme suivant : 

Le long JPune m^me ligne geodesique tracee sur un 
elUpso'ide J la courbure uarie proportionnellement au 
cube de la perpendiculaire abaissee du centre sur le 
plan tangent a I'ellipsotde, 

Comme la perpendiculaire P depend uniquement des 
coordonnees x^ j^ z du point que Ton considere, et nul- 
lement de la direction que la ligne geodesique a en ce 
point, I'equation (6) donne encore lieu a cet autre theo- 
reme : 

Un triangle etant forme par des lignes geodesiques 
sur la surface d'un elli'psoide^ si Von designe par pj, p^ , 
pj, p',, p8, pj, dans Fordre oil ils se succedent^ les rayons 
de courbure de ces lignes aux sommets du triangle^ les 
deux produits des rayons altemes ou non contigus 5e- 
ront egauXy c^est^h-dire, on aura 

On sait que deux sections normal es d'une surface quel- 
conque ont la m^me courbure lorsqu'ell^s font des angles 
egaux avec Tune ou I'autre des sections principales ou 
des sections auxquelles appartiennent la plus grande et la 
plus petite courbure ; il resulte done du theoreme que 
nous venons d'enoncer, que si, dans le triangle forme sur 
la surface de Fellipsoide par irois lignes geodesiques, 
deux des angles sont partages en deux parties egales par 
des sections principales, il en sera de m^me du troisi^me 
angle. 

Sur un ellipsoide dt revolution tous les meridiens sont 
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evidemment des lignes geodesiques *, design ant par jOq le 
rayon de courbure d'un meridien, on aura done, en verlu 
de la formule ( 6 ) , 



c: 



et, par suite , 



— = — = const. ; 



ainsi, sur les ellipsoides de revolution^ le rapport entre 
la courbure de la ligne geodesique et la courbure du 
meridien reste le meme pour tous les points d!une mSme 
ligne geodesique, 

Cette propriete avait deja ete signalee par M. Guder- 
mann (Journal de Crelle, t. XVII). 

139. Revenons maiiitenant a la question primitive de 
la ligne la plus courte sur une surface quelconque pour 
examiner les conditions auxquelles doivent satisfaire les 
extremites de la courbe. Designons par $, y?, ^ les coor- 
donnees de Tune ou de Tautre de ces extremites, les 
termes aux limites de la variation de I'integrale proposee 
deviendront 



i 



i 



j (V — P.jc'~Q,/-R,2;')^^-hP,(y?-HQ.J^-rR,^Ci 



f "" 



= (l — C) ^ [S^— S,)-hC I {x'S^ H-y ^rj -f- S'(jg. 

Ce seront en m^me temps les seuls termes qui restent de 
la variation de Fintegrale, quand on aura, determine x^ 
y^ z en fonction de s de maniire a verifier a la fois les 



/2 



= 1. 



equations (i) et les conditions u = o, xf^-^j'^-^-z 
Mais alors la courbe sera une ligne geodesique dont la 
longueur 5, representee pr^cisement par Tintegrale pro- 
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posee, sera egale k s^ — 5t, en sorte que^s — Si=s> On 
aura done pour la variation de la longueur d^une ligne 
geodesique, 



r 



Ss={i^c)Ss'i-c I {x'S^ -^y^^^z'SK), 



et, en transposant, 



=/■• 



(7) ** = / (x'H + y'Sn + z'H)- 

Celte expression disparait d'elle-m^me avee les variations 
J I, Jyj, $^>f chaque fois que les points extremes res tent 
fixes. Mais si ces points sont mobiles, si Ton cherche seu- 
lementla ligne la plus courte entrc deux courbes donnees 
sur une surface, on aura pour chacune des extremii^s la 
condition 

Or les variations (J^, (J 19, 3^ sont evidemment propor- 
tionnelles aux cosinus des angles de la tangente k la courbe 
limite; cette condition exige done que Ja ligne la plus 
courte rencontre sous un angle droit chacune des courbes 
li mites. 

140. La forme (7) sous laquelle nous venons de mettre 
la variation de la longueur s d'une ligne geodesique con- 
duit a plusieurs consequences remarquables. Concevons 
que la ligne s varie d'une maniere quelconque sans chan- 
ger de nature, c'est-a-dire sans cesser d'etre une ligne 
geodesique*, appelons xr Tare decrit par Tune des extre- 
mites, nous aurons 

dd dfs atj 
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et I'equation (7) deviendra 

/'' (dx dli dy dn , dz dX\ , 

OS = I I — ; 1 1 I Off. 

/^ \ds d(T ds da ds da ) 

Or, le coefficient de () a est le cosinus de Tangle sous le^ 
quel se rencontrent la ligne g^odesique s et la courbe 
llmite c, chacune d'elles etant prise dans la direction 
suivant laquelle Tare 5 ou cr est compte. En designant 
par (p cet angle, on aura done 






COS ^ (? (T. 



Pour simplifier davantage, designons par q>09 ^a l^s va-^ 
leurs de op et de a relatives au point initial, et reservons 
les notations sans indice 9, a pour la seconde extremite 
de la courbe ; nous aiirons definitivement 

(8) ^5=:C0S^^ff COS^o^fl^«» 

Le second terme cos(podo'o serait nul, si le point initial 
etait fixe, ou seulement si la ligne geodesique s etait nor- 
male a la courbe 0*0 decrite par ce point, puisque dans le 
premier cas Sco = o, dans le second coscpo = o. 

Si Ton avait en outre $s = o, c'est-a-dire si la lon- 
gueur de la ligne 5 etait invariable, Fequation (8) re- 
duite a cos op = o exprimerait que la ligne 5 est aussi 
normale a la courbe c decrite par la seconde extremite, 
Nous pouvons done enoncer ces deux theoremes dus a 
Gauss ( Disquisitiones generales circa superficies curvas) : 

tltant tracees sur une surface courbe, a partir dun 
meme point initial, une infinite de lignes geodesiques de 
meme longueur, la courbe joignant leurs extremites 
sera normale a chacune delles. 
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On a donne quelquefois a cette courbe le nom de 
cercle geodesique. 

Une courbe quelconque etant donnee sur une surface^ 
si Von concoit une infinite de lignes geodesiques de 
meme longueur partant sous des angles droits des dif- 
ferents points de cette courbe^ la ligne joignant leurs 
extremites sera normale a chacune des lignes geode- 
siques, 

141 . Pour seconde application de la formule (8), cher- 
cbons une courbe telle que le rapport des distances geo- 
desiques 5, 5' de chacun de ses points a deux courbes 
donnees soit constant. 

La distance geodesique d'un point a une courbe se me- 
sure suivant la ligne geodesique qui passant par le point 
est normale a la courbe. Soit a Tare de la courbe cher- 
chee, et designons par (P, (f' les angles sous lesquels les 
lignes geodesiques 5, 5' coupent respectivement cette 
courbe. Puisque cbacune des lignes j, s' est supposee 
normale aux courbes donnees, sur lesquelles se meuvent 
leurs points de depart, on a cosq)© = o? cos 9'© = o? et 

les variations de j, / deviennent simplement 

■ 

Cela pose, I'hypothese admise 

s 

-7 = const. = c 

s 

donne success! venient 

s — e/ = o, $s — ^^.y':=ro, -r— =r. 

OS 
t 

On aura done, en substituanl les valeurs de ds. (J 5', 



cosy 
rosy' 



^» 
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ce qui cxprime la propriete caracteristique de la courbe 
cherchee. 

Dans le cas particulier ou la surface est un plan, ou 
Tune des courbes donnees se reduit a un point et T autre 
a nne ligne droite, la courbe cherehee est une section 
conique dont I'excentricite est egale au rapport e, Ainsi 
dans toute section conique Ics cosinus des angles que fait 
la tangente avec les distances du point de' contact a Tun 
des foyers et a la directrice correspondante, sont dans un 
rapport constant, egal a Texcentricite e; d'ouTon deduit 
cetle propriete connue relativement a la refraction : 

Les rayons lumineux qui arrivent^ parallelement au 
grand axe^ sur une ellipse dont Vindice de refractiort 

est egal a -? vont con^^erger au foyer le plus eloigne, 

et les rayons lumineux qui arriuent^ parallelement a 
Vaxe reel, sur une branche d' hyperbole dont tindice de 

refraction est - ? divergent apres la refraction, comme 

sHls venaient du foyer de V autre branche. 

On trouve quelques autres problimes analogues sur 
les lignes geodesiques dans un Memoire de M. Gilbert 
[Bulletin de F Academie royale de Belgique^ i860). 

142. Dans la theorie des surfaces courbes on pent aussi 
tirer parti de Fequation (8), qui exprime une propriete 
generale des lignes geodesiques. Nous en donnerons un 
seul exemple, qui comporte egalement une application 
importanle a I'optique. 

Soient A, B deux surfaces donnees el cherchons une 
troisiime surface X telle, que les normales 5, s' abaissees 
d'un point quelconque P de cette surface sur A et B aient 
entre elles un rapport constant fc. 

Concevons que le point P sc deplace sur la surface X 
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suivant une courbe quelconque a, on aura loujours 

^ el Q>' designant, comme ci-dessus, les angles que les 
prolongemente de s et s^ formeni avec Tare a. De I'hypo- 
these admise ; 

; 7=' 

on deduit d*ailleurs successivement 

OS 

substituant les valeurs de ^5, is\ on aura done 

COS<p 

COS <f 

Ainsi les deux droites 5, 5' forment avec une courbe 
quelconque C7^ menee par le point P sur la surface X, 
des angles cj>, cp' dont les cosinus sont entre eux dans le 
rapport constant k, d'ou Ton conclut facilenient que le 
plan de ces droites est normal a la surface X au point P. 
Supposons que Tare a soit pris dans ce meme plan, les 
angles (p, a>' seront les complements des angles que les 
droites s , s' font avec la normale a la surface X ; done le 
rapport des sinus de ces derniers angles sera aussi constant 
et egal a k, Concevons main tenant que la surface X se 
trouve entre deux milieux de pouvoirs refringents ine- 
gafkx et tels que I'indice de refraction entre ces deux mi- 
lieux soit A ; si 5 est un rayon incident, 5' sera le rayon 
refraclCv On en conclura que si les rayons incidents sont 
normaux a la surface A, les rayons refracles seront tons 
normaux a la surface B. Celte meme propriete appar- 
tiendra aux rayons reflechis, rour lesquels on a A = — i. 
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Reciproquement; on pourrait se donner la surface re- 
fringente X avec I'unedes surfaces directrices, par exem- 
ple celle qui coupe orthogonalement ou a angle droit toas 
les rayons incidents et que nous avons designee par A. 
On trouverait alors la surface 6, normale a tons les 

rayons refractes, par la condition -^ = A , en cherchant 

Tenveloppe de toutes les spheres qui ont leurs centres sur 
la surface X, et dont les rayons sont proportionnels aux 
distances de leurs centres a la surface A, le rapport con- 
stant entre les rayons et les distances ^tant celui du sinus 
de refraction au sinus d'incidence. Nous pouvons done 
enoncer le theoreme suivant, qui renferme toute la 
theorie des caustiques, developpee successivement par 
MM. Dupin, Quetelet, Gergonne, et aulres : 

Deux milieux homogenes etant separes run de T autre 
par une surface de nature quelconque, et des rayons de 
lumiere penetrant de Fun de ces milieux dans F autre ^ 
si les rayons incidents sont diriges dans Fespace de ma^- 
niere a pouvoir dtre traverses orthogonalement par une 
m€me surface^ il en sera de m^me des rayons refractes, 
et reciproquement : en outre^ a chaque*trajectoire. ortho- 
gonale des rayons incidents repond toujours une surface 
trajectoire orthogonale des rayons refractes^ telle que 
les norniales ahaissees sur ces deux surfaces d^un point 
quelconque de la surface separatrice des deux milieux 
seront respectiuement entre elles dans le rapport con- 
stant du sinus d^ incidence au sinus de refraction. 

Probleme XIII. 

143. Parmi toutes les lignes de mdme courbure con- 
stante quon peut mener entre deux points, quelle est la 
plus courte? 

Prenons Fare s pour variable independante, les condi- 
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tions du probl^me seront 

Jds =z min. , x'= -f- j" -f- z" = i , 

ar"2 +y -I- z"» = n; = const., 

r 

et la qiiestion reviendra a chercher le minimum absolu 
de Tintegrale 



(a:"^^y^^^z''2^lS\\ds, 



p etant constant et ^, fx designant deux fonclions inde- 
terminees de 5. 
On a 

V=: I -h \ {x'' -h y^ -f. s'J ^ ,) -|> ^ / j:''»4.^"2-|-2"3_ L\ , 

P=0, P, =:2;ar', P, = 2fxx'', 
Q = o, Q. = 2>y, Q,= 2pi/% 

R=:0, R,= 2X2', R,= 2fiLz", 

et les equations generales de la courbe deviennent 
ou 

( 2Xz'— 2f*'z"— -2fxz'" = C, 

a, i, c etant des constantes arbitraires. A ccs equations, 
il faut joindre les conditions primitives 

ar'2 ^ yfi ^ z'^ = I , p = const. 

L^elimination de X entre les deux dernieres equa- 
tions (i) donne 

bz' -. e-y = 2 fx' {y z" - z'y) -h 2 p^ (y z'" ^ z'y). 
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el, en integrant, 

A -h bz — cr = 2fA (j's" — ^y). 

On trouve de m^me, en eliminant X, soil entre la pre- 
miere et la troisieme, soil enlre les deux premieres des 
equations (i), 

B -4- ex — flz = 2fi ( zfx" — jt'z" ), 

c -+- «jK — bx = 2ii (x'y — yx'^ ) , 

A, B, C etant de nouvelles constanles arbitraires. Enfin, 
si Ton mulliplie par x\ j\ z\ ou seulement par dx^ dy^ 
dz, les irois dernieres equations, et qu'on les ajoute, /x 
disparait et il vient 

(2) (A "h ^z — cjr) da: -|- [B 4- cx — az) <fj 4- (C -H a^ — bx)dz = o, 

equation differentielle qui, jointe a p = const., deter- 
mine la cburbe cherchee. 

14f4. Ici se presente d'elle-meme la question de savoir 
s'il exisle une relation primitive entre a:, y, z qui satis- 
fasse generalement a Tequation diflerentielle (2), ou, en 
d'autres termes, si cette equation pent representer une 
surface. Dans ce cas, la ligne cherchee serai t une ligne 
de courbure constante tracee sur cette surface. Or, il est 
facile de s'assurer que I'^quation (2) est integrable sous la 
seule condition qu'on ait 

(3) flA + ^A -f- cC=: o, 

et qu'elle conduit alors a Pequation d'un plan. En effet, 
si Ton regarde d'abord z domme constante, cette equa- 
tion, devenue 

dx dy 

_!_. _ — _ Q 



B -f- co; — az k -\- bz — cy 
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doniie, par F integration, 

B -h ex — az 



A -i- bz — cy 



?(^)» 



(f(z) etant uue fonction arbitraire de z. Pour determiner 
cette fonction, difTerentions de nouveau en faisant va- 
rier toutesles variables a:, y, ^^leresultat, comparea(2), 
fournit la condition 

laquelle devant etre identiquement verifiee pour que I'e- 
quation (2) soit integrable, se partage en deux aulres 

Aa -\-Bb-\-Cc = o, <p'(3) = o. 
11 en resulte 

(j)(z) = const. = /w, 

et, par consequent, 

B -h ex — az =: m {A-\- bz — cj ), 

equation d'un plan, comme nous Tavions annonce. Lors- 
que les donnees du probleme seront telles que la condi - 
tion (3) soit remplie, on en conclura que la ligne cherchee 
est une courbe plane de courbure constante, c'est-a-dire 
un arc de cercle. 

1-45. Pour faciliter la recherche des equations aux 
limites, designons par 5, y?, ^, |', »', ^ les valeurs de 
a:, r, ^, x', y\ z^ correspondantes a Tune ou a T autre 
des extremites de ]a cout'be; les termes aux limites de ]a 
variation de I'integrale S deviendront 

r L^ax' —by - cz' - '^\ 8 s 



*5 



« 
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Nous savons deja (n° 132) que le coefficient do $s doit sc 
reduire a une constante; c'est ce qui resulte d'ailleurs 
des equations (i), car en les multipliant respectivement 
par a/\ y\ z" et observant que 

.^'" +y» -I- z"^ = i- = const., 

P 



on Irouve 



x" x'" -H ff" -H z" t!" = o, 



IHl, = a.t'' -h by' -h cz'\ 



et, en integrant, 

ax' -H ij' 4- C2'H 1^ = / , 

P 

^ ^tant une constante arbitraire. Le terme en d^ se reduit 
done a (i — fc)J(^t — 5i) ou a (i — A:)JS, puisque la 
diflKrence 5^ — Si est egale a Fare repr^senle precis^ment 
par Tintegrale S qu'il s'agit de rendre minimum. D'ail- 
leurs, lorsqu'on aura determine x, j", z en fonctions de s 
de mani^re a verifier les equations indefinies (i), la va- 
riation dS se composera uniquement des termes aux li- 
mites que nous venous d'ecrire. On aura done, en trans- 
posant, 

Lor^ue les directions des deux tangentes extremes a la 
courbe ne sont pas donhees, en sorte que les valeurs 11- 
mites de x\ y\ J sont assujetties a la seule condition 
^'* -ny-f- «'* = I, dont on a deja tenu compte au 
moyen,du facteur indelermine A, il est permis de regar- 
der les variations ^\\ dr,\ 5^' comme arbitraires et in- 
depcndantes les unes des autres, et d'egaler a zero le 
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coefficient de chacune d'elles, ce qui donne pour cha- 
cune des liiiiite3 

.^;r" = 0, |A^ =0, piz" = O. 

Or x", y"y z" ne peuvent pas 6tre nuls a la fois, parce 

qu'on aurait alors aux deux limites - = o, valeur en g^- 

neral inadmissible a cause de la courbure constaiKld }tn^ 
posee a priori a la courbe emigre. On est done force d'ad- 
mettre p = o pour chacune des limites. Par consequent, 
si Ton appelle x^^ y^^ Zj, oTj, j^t? ^% les coordonnees des 
deux points extremes, qui d^ailleurs peuvent 6tre fixes 
ou variables, on aura 

A -h ^z, — r/, = o , A -h ^3a — rj, = o, 

(4) { B H- CJT, — flZ, = 0, B -h CJTj — flZa = 0, 

C -H aji — ^x, = o , C -h ay J — bx^ = o . 

Multipliant respectivement par a, i, c les trois equations 
soit du premier, soit du second systeme, il vient 

ka 4-B^ -I- Cc = o. 

Nous avons deja fait remarquer que c'est la condition 
d'int^grabilit^ de I'equation (2), qui conduit alors a une 
relation lineaire entre x^y^ z. II en resulte que la ligne 
cherchee est plane; cette ligne, qui a d'ailleurs une cour- 
bure cons tan te, est done un arc de cercle. 
Les equations (4) donnent en outre 

^i — ^i y-x — X\ ^2 — • ^1 

a b c 

ce qui exprime que la corde, ou la droite qui joint les 
extremites de la courbe, fait avec les axes des a:, y^ z des 
angles dont les cosinus sont respectivement proportion- 

nels a a, i, c» 

IV. 19 
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146. Supposoiis maintenant que Ton cherche la Hgne 
de courbure constante la plus courte entre deux surfaces 
donnees. Les directions des jangentes extremes, ou les 
valeurs limites de x', y\ z' n'etant pas fixes, il resulte 
d'abord de la discussion qui precede que la courbe est 
un arc de cercle. Ppur determiner de plus pres sa posi- 
tion, conrsiderons une des surfaces limites representee par 
I'equation 

f($, -nj = o> 
d'ou Ton lire, en prenant la variation, 

di ^^ di ^ d£ ^ 

Les termes aux limites foumissent d'ailleurs la condition 

a^i-hbdn-^cSt, = 0. 

L'une de ces equations devant avoir lieu pour toutes les 
valeurs de 5^, Srj, 5^, qui satisfont a I'autre, il faut que 
les coefficients soient proportionnels entre eux, ou que 
Ton ait 



\dl) _ \dn} _ \^J 



a b c 

Or, dans ces trois fractions les numerateurs sont propor- 
tionnels aux cosinus des angles que la normale a la surface 
fait avec les axes des a:, j^, z, et les denominateurs aux 
cosinus des angles que fait avec les m^mes axes la droite 
menee entre les extremiies de la courbe. Cette droite, ou 
la corde de Fare de cercle, devra done etre normale a 
cbacune des surfaces limites, de sorte qu'elle se confondra 
avec la plus courte distance entre ces surfaces. 
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Si le point limite (^, m, ^) devait se irouver sur une 
courbe donnee, les variatioDS 5|, 5 17, $^ seraient neces- 
sairementproportionnelles aux cosinus des angles que la 
tangente a cette courbe fait avee ks axes des x^ y^ r, et 
Tequation 

prouverait alors que U corde doit etre normale k la courbe 
limite. 



M) 
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DOUZlfiME LECON. 



Suite de la recherche de courbes dans respace.— Gourbe de longueur don- 
n^e renfermant I'aire maxima sur une surface. —Courhe de longuenr 
donn^e circonscrivant une portion de surface telle que le volume qu'elle 
recouvre est un maximum. — Gourbe de longueur donnde, directrice 
d'un cylindre a aire maxima. — La brachistochrone sur une surface. — 
La brachistochrone dans un milieu resistant. — Position d'equilibre 
d'un ill sur une surface. 



Probleme XIV. 

147. Une courbe quelconque etant tracee sur une 
surface donnee, troui^er sur la m^me surface une autre 
courbe de longueur determinee qui renferme avec la 
premiere la plus grande aire possible. 

Soil u= o Tequation de la surface donnee, eipy q les 
derivees partielles de z qu'on en d^uit; I'aire qu'il faut 
rendre maximum aura pour expression 

Puisque z^ p^ q sout des fonctions connues de x, y, on 
pourra int^grer une fois par rapport a^ entre des limites 
convenables, c'est-a-dire depuis la valeur de y qui cor- 
respond a la courbe donnee jusqu 'a la valeur dey relative 
a la courbe que Ton cherche, et Ton aura ainsi un certain 
resultat 

u ^taut une fonction connue des coordonnees x, y de la 
seconde courbe. 

Cela pos^, Fexpression de Taire devient fv^dx. Si Ton 



COURBES DANS l'bSPACE. 2gi 

prend Tare s pour variable ind^pendante, les coordon- 
nees x, y^ z de la courbe seront de$ fonctioDs inconnues 
de 5, liees enlre elles par les Equations- 

^'^ H- j'^ -h ^'^ = I , a = o ; 

el le problime reviendra a chercher le maximum de Tin- 
tegrale 

prise entre des limites doni la difference , 5j — 5i , est 
coDstante, X, jx etant des fonctions indetermin^es de 5. 
En conservant les notations de la le9on pr^cedente, on a 

„ du dv , „ . , 

dx dx 

^ du dp , ^ - , 

du 

R=pt-r-j R, =2>Z% 

dz 
et les equations indefinies deviennent 

dv , du ^, , ^ ,. dv dv , dv , 

dx ^ dx ds dx dy "" 

3-JC -hfA- 7.Vf^7,\y'=zOy 

dy dy 

u.— 2V2' — 2\z z=o, 

dz 

Multipliees par o/.^, z^ et ajoutees, elles donnent d'a- 

bord 

2 X' = o , 2 X 3= c ; 

on a d'ailleurs 

dff I 
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h$ equations de la courbe se PAminetit par consequent a 
— V'UH-y-t-^' . j' -+- /A :3^ — cj:" = o, 

ax 

fi-; C« =0. 

^ ' az 

Soient lyTn^n les cosinus des angles de la droite L, qui 
serait k la fois tangeme k la surface et normale k 1ft cotrrbe, 
ail point Xyjr^Z'^ on aura evidemttient 



du 




du 




f/if 




I — 


-f-m 




■+•« 




= o 


dx 




dy 




r/z 





ct les trois equations precedenies, multipliees respective- 
ment par /, m, rt donneront 

(a) Vi +/>' + ?' (iwx' — /y ) =rc (/j-" + w/' -f. wz''). 

Or, la droite L, la tangente T a la courbe et la normale K 
a la surface etant perpendiculaiires entre eltes, et faisam 
avec les axes des x^y^ z des angles dont les cosinus sent 
respeciivement 



*'. r, z', 



— 1 



si Ton prend L dans une dtrectiou telle que In sucuessiau 
des droites L, T, N soit directe, on aura 



(/wjc' — /y ) V I M-j»^ -H ^* = 1 . 

En se rappelant d'aiUeiurs que px", pj", pz" represon- 
tent les cosinus des angles que le rayon p du cerrlc oscu- 
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lateur de la CQurbe fail avec les axes des coordondees^ ce 
rayon etant comple de la courbe vers le centre, et en 
designant par d Tangle aigu compris entr6 le rayon p et la 

normale a la surface, on verra le second membre del'equa - 

J* 
lion (i) se reduire a ±: - sin0 , le signe superieur ou in- 

r 

f^Srieur ayant lieu suivaiit que p fait un angle aigu ou 

obtus avec la droite L. L*equatk)n dont il s'agit pourra 

done s'^crire 

_, csin^ sin 
I = zt 9 oil = const. 

P P 

Coticevons une surface developpable 2 tangerite a la 
surface donnee suivant la courbe en question ^ ; si 1^ sur- 
face 2 vient a ^tre redressed ou d^velopp^e sur tm plan, la 
courbe s se transformers en une courbe plane dont Id cour- 

bure est precisement (n° 135). Cette expression etant 

P 

conslaAt^, la tran^fortrt^e de la courbe, qui sous un peri- 
metre \lonh^ circonscrit Taire maxima, sera un arc de 
cercle. 

148. Cherchons maintenant les conditions auxquelles 
doivent satisfaire les extremit^s de la courbe. La courbe 
que I'oii cherche devant aboutir a la courbe donnee , 
la fohction u s'evanouit aux deux limites. Done si Ton 
ap'pelle indistihctement 5, r?, (^ les coordonnees de Tun 
ou de I'autre des points extremes, les termes aux limites 
de la variation de Tintegrale seront 



/. 



^« 



( — F,x'^Q,f-Ii,z')Ss-^-P,S^^QJn-hKjd. 



Le tertlie eft cJ 5, ramen^ai — cd(Si — ^, ), disparait avec 
la Variation $ [s^, — 5, ) qiii est ftulle, la difference s^ — 5,, 
ou la lotigtieur de Tare, ^tant constante ] et, en subslituant 
les valeurs de Pi , Qi , R, , on vcrra les aulres termes se 
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reduire a 



's. 



§i^yh-^z'§t) 



Cette expression est identiquement nulle lorsque les 
points extremes de la courbe sont fixes \ mais en admettant 
que ces points puissent se deplacer le long de la courbe 
donnee, on aura pour chacune des limites la condition 

exprimant, comme il est facile de le reconnaitre^ que les 
derniers elements de la ligne chercWe doivent ^tre nor- 
maux a cett^ courbe. 

Parmi toutes les lignes de longueur donnee trac^es sur 
la surface d'une spbere, celle qui renferme avec une 
courbe donnee la plus grande aice possible, est done un 
arc de cercle, normal a cette courbe a ses deux extrp- 
mites. Si la seconde courbe est elle-meme un grau4 
cercle, la ligne demandee sera une, demi-circonferenc^. 

PROBLkME XV. 

149. Une courbe etant donnee sur une surface queU 
conque^ trouper sur la ni^me surface une autre courbe 
de longueur donnee^ et telle que la portion de la sur- 
face circonscrite par les deux courbes recoui^re le plus 
grand volume possible, 

Soit u = o I'equationde la surface donnee, el consid^- 
rons la portion de celte surface circonscrite par les deux 
courbes en question. Le volume du cylindre compris 
entre cette portion de surface et sa projection orthogo- 
nale sur le plan xy s'exprime par Tintegrale double 
ffzdydx^ dans laquelle^ en vertu de I'equalion w=o, 
z est une fonction connue de x^ y, Admettons qu'on 
integre d'abord par rapport a y, en regardant x comiqe 
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constante, et posons 

rintegrale etant prise enlre les valeurs Aey correspon- 
dantes aux deux courbes, \^ sera une certaine fonction des 
coordonn^es x, j de la courbe cherch^e, et Texpression 
du volume deviendra f^dx^ ou Jvx'ds^ en prenant 
Fare s pour variable independante. Cela pose^le probl^me 
reviendra a chercher le maximum de Tiutegrale 

la diffi^reAce s^ — s^ des limites etaut constante, et X, ^ 
representant deux fonctions ind^terminees de 5. 

On trouve d'abord, comme dans le probl^me prece- 
dent, les equations indefinies 

ax ^ ax as 

d» du 

du, 
dz 

Muliipliant par x', j', z^ et observant que 

dp dv ^ dv ^ 
ds dx djr ' 



on en tire 



2a' = o, 2X = c; 



on a d^ailleurs 



dv 
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les equations (i) deviennentparcoiiseqtuent 

— 2/ -f- ^ — ex = o , 

tlx 

du .„ 

a -— cz' =. o, 

\ dz 

Multipliees respectivemeiit par les cosinus /, m, n dela 
droite L qui serait a la fois tangente a la surface etnor- 
ma]e a la courbe, elles dofitient 

z { w^' — //) = c [Ix" -+- mf -V- nz"). 

En appelant /9^ q lesderivees partiellcs de z^ tirees de 
Tequation d^ la surface a = o , et B Tangle aigu compris 
entre le rayon de courbure p de la courbe chercWe et la 
normale a la surface, il est facile de voir, comme dans ie 
Probleme XIV, que . 

mx' — // = ^ /x" -h /w/' H- /tz'' = ± — • 

La ligne cherchee sera done caraclerisee par Tequation 



ou 



z 


t_ sine 


)/i-^p*-^g-' 


P 


P.; ' 


ronsL 



sine y^i+^»4-^2 

Lorsque les points extremes de cette ligne ne sont pas 
fixes, mais seulement assujettis a resler sur la courbe 
donnec, I'equation 

fournio par les lernies aux limitcs dc la variation de Tin- 
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tegrale^ nous apprend qae les deux courbes doivent se 
cooper sous tin angle droit. 

Probleme Xyi. 

150. tltant donnes deux plans paralleles et un point 
A dans Vun d^dux, on se propose de mener de ce point 
a Fautre plan une ligne de longueur donnee^ telle que 
Vaire de la surface cytiridrique ayant cette ligne pour 
directrice^ et pour generatrices des perpendiculaires 
terminees aux deux plans ^ soil mdximum. 

Prenons le plan renfermant le point donne pour plan 
des dry, et pour Axe des A 1a perpendiculaire elev^e au 
point A : doit Ala distande des dcuX plans ou TorfefiiK^e 
de Tejctr^mit^ B de la ligne eherchee AB* Puisque la hau- 
teur A de la surface cylindrique est constante, I'aire de 

cette surface aura pour expression hf sjdx* -|- dj* ; si 
Ton prend Tare s pour variable inde|)endante, il s'agira 
done de trouver le maximum absolu de Tintegrale 






^x'^ ^-. y» + X [x'-" H-y» + 2'5 _ ,) j ^^ 



A etant une fonction indetei'minee de s. 

Ce probleme presente une particularite a laquelle il 
faut bien faire attention potir ne pas introduire des 
equations inutiles et etrangeres a la question. En effet, 
x' et y' n'entrent dans le probleme que par la combi- 
naison ir"-hy'*, en sorte qu'elles ne constituent eflfec- 
tivement qu'une seule fonction a determiner 5 rien dans 
les donnees du probliBnie tie tes distrnguant I'une de 
I'autre, elles ne doivent done pas fetre non plus separ^es 
dans le calcul. La consequence est qu'il est inutile 
et meme illicite de faire varier separement x' et y' : 
inutile parce que les conditions du probleme ne le de- 
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mandent pas, iUicite parce qu'en etabli&sant une vaiiabi- 
lile hors de propos, on pourraii faire perdre a la vraie 
solution du probleme sod caract&re de maximum. 

En appelant g la projection de Tare 5 sur le plan xy^ 
on aura 



et Tintegrale qu'il faut rendre maximum deviendra 



X 



*i 



ff' + X(a'2-^z'2— 1) \ds. 



Au lieu de x^y^ z elle ne renferme plus que deux fonc- 
tions, (7, z a determiner, ainsi que cela doit ^tre. 

La condition de maximum fournit les equations ge- 
nerales 

a el b etant deux constantes arbitraires, et, pour la se- 
conde limite de la courbe restee indeterminee, requatioii 
particuliire 

(2) / '(l-f-2W) = 0. 



Celle-ci donne a =. 


= 0, et par suite 




2>ff': 


— — I, 




i\z' 


^ 


d*ou I'on tire 






^-' 


— 0, 


dz -1- bdv 


et en integrant 




• 



Z+ ^(7 -h C=:0. 

Si Ton compte Tare a a parlir du point A, a devra s*eva- 



COURSES DANS LESPACE. 3oi 

nouir en meme temps que ^, la constante c sera nulle, et 
Ton aura simplement 

z 4- b(r = o. 

Telle est Fequatioii delaligne cherchee. EUe exprime 
que &i Ton developpe la surface cylindrique sur laquelle 
la courbe est tracee, celle-ci se transformera en une droite ; 
la ligne cherchee est done une helice. Quant a sa projec- 
tion sur le plan xy ou a la forme de la surface cylindrique, 
elle reste indeterminee, ainsi que cela doit fetre. 

Si I'extremile B etait fixee, aussi bien que le point ini- 
tial A, rien ne serai t change au calcul precedent ; la lignc 
serai t done encore dans ce cas une helice. 

M. Vieille a fait remarquer (Cours d* Analyse et de 
Mecanique rationnelle^ Paris, i85i) que dans le second 
cas, ou lorsque les points A, B sont fixes, le calcul des 
variations ne donne plus cetle solution, quand on fait va- 
rier separement les coordonnees x et j^ ; «t il en attribue 
la cause a un defaut de la regie d'Euler pour les maxi- 
ma relatifs. II nous semble cependant qu'il n'y a point la 
d'anomalie, et que si le maximum n'est plus indique par 
le calcul, c'est parce qu'il cesse veritablement d'avoir 
lieu, du moins dans le sens analytique, aucune relation 
determinee entre a: et j^ n'ayant, plut6t qu'une autre, le 
vrai caractere de maximum. 

^ 

Probleme XVn. 

151. Trouper la courbe de plus vite descente sur une 
surface donnee, 

Considerons un point materiel assujetti a rester sur 
une surface donnee el soUicitee par des forces quelcon- 
ques. Soit R la resultante de ces forces, X, Y, Z les com- 
posantes de R suivaniles axes des coordonnees et r la vi-- 
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lesse, oil aura 

ds 
dt 

du ,, djc ^^ dr „ dz 
dt d$ ds as 

et par suite 

vd9=zlLdX'\'Ydy-\-%dz, 

Les forces X, Y, Z seront en general des fonc^ions des 
coordonnee3 x^ y^ z du mobile \ admettons que par la na- 
ture de ces forces ILdx -hYdy-j-Zidz soil une differen- 
tielle exacte, Tequation precedente pourra s'integrer im- 
mediatement, et conduira a un resultat de la forme 

<>2 == 2/(Xrf.i: -hYafy -h Zfl?z) =sF ( JT, 7, z) — F(x„/„ z, ) -+• ^'5 

Xi^jiy Zi elant les coordonnees du point de depart, pour 
lequel nous supposons la vitesse donnee et egale a c. 

Dans Thypoth^se que nous venons d'admettre sur la 
nature des forces qui agissent sur le point mobile, la vi- 
tesse i^ sera doqc fonctipn des seules coordonnees a:, jr, z 
du point occupe actuellement par le mobile, et ne depen- 
dra nullement du chemin qu'il a pu suivre pour y arriver. 

Le lemps, expriipe par Tintegrale f — » pendant lequel 

le mobile descend d'un point A a un autre point B, sera, 
au contraire, different selon les differents chemins qu'on 
'I'oblige de prendre, et il sera minimum pour un certain 
chemin ou trajectoire qu'il s^agit de determiner. Cela 
pose, si Ton prend Tare s pour variable independante, et 
qu'on represente par u = o Tequation de la surface dou- 
nee, les conditions du probleme seront 

f — = inin., x'' + r'^ -H s'' r= 1 , « = o, 
ot la question rcviendra a chercher le minimum absolude 
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r integrate 

X, fx elanl des fonetions indeterminees de s. 
On a 

P = -_ + a — ^ P, = 2^x, 

^ \ dv du ^ . , 

9^ dz ' aZ 

el les equations indefinies devienncnt 

I dif du ^, , ^ „ 

z- -^ u.- 2X .r' — i\x' = 0, 

p' djc dx 

1 </p £/a , , . „ 

hf*--i 2/«' — i\z' 7=. o, 

p' dz' dz 

Multipliees respectivement par x', j^', 2' et ajoiilees, exiles 
donnent 



dont Tintegrale est 



v^ 



- — 2>=:>J 



En examinant les termes a,ux lir^iites, on verrai^ que la 
cons tan te h est necessaireuient nulle, en sorte qu'on £^ 
simplement 



2 )^ = - . 

V 
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Concevoris que par le point x^ y^ z on menedans le 
plan tangent a la surface une droite L normale a la courbe 
cherchee et faisant un angle aigu 9 avec le rayon de cour- 
bure p de cetle courbe; designons par /, m, n les co- 
sinus des angles que cette droite L fait avec les axesdes 
X, y, z ; nous trouverons, en multipliant respectiveiiieni 
par /, m, n les Equations (i), et ajoutant, 

1 f , dv dv fh\ 2 \ 

-I / -— -f- m -- -4- « -— I cos 9 = o. 

v^ \ ax ay azj p 

Mettons pour 2X la valeur que nous venons de trouver, et 
rappelons-nous que 



djc ^ dy ^ dz * 



il viendra 



(2) --(/X-+-/«Y-f-/2Z)4- -cos9 = o. 

Enfiin, si Ton appelle ^ Tangle compris entrela resul- 
tante R et la droite L, cetle equation s'ecrira plus simple- 
ment 

cos^ = Rcosil;. 

P 

Or, on sait que la force centrifuge est ^gale a — et que sa 

r 

direction est opposee a celle du rayon de courbure p, 
Ainsi le premier membre represente la force centrifuge 
estimee suivant la droite L, tandis que le second membre 
exprinie la force R estimee suivant la m^me direction. 
Ces deux composantes etant egales, on en conclura que 
la pression exercee dans la direction laterale L par le 
mobile sur sa trajectoire, lorsque celte trajecloire est une 
brachislocbrone, est le double de celle qui aurait lieu en 
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vertude la seule force R, si la vitesse ^^ etait nulle, c'est- 
a-dire si le point materiel etait en repos^ en. d'autres 
termes : la force centrifuge "vient s^ajouter aux forces 
reelles de maniere h produire une pression laterale 
double. C^est la proprifSti^ la plus generale de.la ligne de 
plus vite descente sur une surface quelconque. 

152. Dans le cas particulier ou le mobile est soumis a 
la seule action de la pesanteur, on* a, en faisant coin- 
cider I'axe de« z ave'c la direction de la pesanteur, et en 
designant par g F acceleration dans la chute libre, 



X=o, Y = o, Z^<r 



b> 



v^ z=2fgdz=:2ig{z — 7j);. 
I'equation (a) devient alors 

* 

nfz — /i) cos© 

p, rz: — ^ — ■' • 

/I 

Si Ton prolonge la droite L, qui est a la fois tangente 
a la surface et normale a la CQiltbe, jusqu'a ce qu'elle 
rencontre un certain plan horizontail dont Tequation est 
z =hy et qui passerait par le point de depart du mobile 
si la vitesse initiale etait nulle, icetle droite ou normale 

aura pour expression ^ ; la derniire equation ex- 
prime done que le rayon de courbuie de la brachisto- 
chrone est le double de la projecdon de la normale ainsi 
deter minee sur le plan osculateur de la courbe. 

153. Revenons au cas general, ou les forces X, Y, Z 
sont assujetties a la seule condition que ILdx ~hYdj-hZ,dz 
soitune differentielle exacte^ et supposons que le mobile 
soit entierement libre, en sorte que le chemin qu'on lui 
fait suivre puisse etre choisi parmi toutes les courbes dans 
Tespace menees entre. les m6mes points extremes, la con- 
dition u== o n'ayant plus lieu, le facteur fi sera nul; on 
IV. 20 



if 
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aura d'ailleurs, comme auparavant, 



■ ^^ 
les Equations (i) deviendront, par cons^quenl, 

^, pV -f^ vx'^ = o, 

ax 

dv . , f, 

--- -^ p' 2' H- vz" = o. 

as 

En d^signam^ pour un momeut, par a, j3, y les angles 
que la normale au plan osculateur dc la courbe fait avee 
les axes des x^ y.^ z^ et multipliant respectivement par 
cos/x, cos|3, cosy ces dernieres equations, on trouve * 

« 

dp ^dsf , • dv 

-t^ cosa -Ki-r- cos p -H -7- C0S7 = o, 

uX ^j uZ 

oii 

Xcosa -h Ycosp -+- Zcosy = o.; 

et Ton en condura que la r^sultante R .est perpendicu- 
laire a la direction determinee par les angles a, j3, y, 
c'est-a-dire que le plan osculateui; de la courbe contient 
la resultante. 

D'ailleurs, si Ton appelle w Tangle compris entre la 
resultante R et le rayon de courbure p, les m^mes equa- 
lioos (3), multipliees respectivement par a/', y"y z"^ don- 
nent 

(4) =R cosw, 

p 

et Ton en conclut : i^ que Tangle to est >9o*', en sprte 
que le rayon de courbure p est directement oppose a la 
projection de la resultante sur le plan nortnal a la courbe^ 
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2° que la pression totale exercee par le mobile sur sa ira- 
jectoire es£ double de celle qui aurait lieu si la vitesse 
etait nulle. 

154. Considerons maihtenant le cas plus particulier 
ou le mobile est soUicite par une seule force cenlrale. En 
prenant le centre de la force pour origine des coordon- 
nees, on a 

«*— =X = R-, 

ax r 

i'— =:Y=:R^, 

dy r 

c'-r- = Z=:R-, 
az r 

r etant le rayon vecteur ou la distance du mobile au 
centre 5 et les equations (3) deviennent 



VlX 

pr 


- v' x' -^Px" is^o^ 


vr 


- f'y + vy = o, 


Viz 

vr 


- v' z' -k- PZ" rr-O. 



En eliminant R entre les deux dernieres, on irouve 

— v'{y^ — «/) -h ^(yz" — zjr") = o ; 

on obtiendra des resultats analogues, en eliminant R 
entre la premiere et la troisieme ou entre les deux pre- 
mieres equations, et Ton aura ensuite, en integrant, 

yz' -— zf = av, 
zx' — xz = hvi^ 
xy' — yx'-=:cv, 

a, i, c etant des constantes arbilraires. Ces Irois equa- 

20. 



3o8 CALCtJL DES VARIATIONS. 

tions mullipliees respectivement par a:,y, z donnent 

ax -^-hy -^-cz-zzz o, 

equation d'un plan passant par le centre. II en resulte que 
la ligne de plus vite descente est une courbe plane; elle 
est d'ailleiirs caracterisee parTequation (4). 

Lorsque le point mobile est soUicite uniquement par la 
pesanteur, on a 

r equation (4)) devenue 

p = — 2 (z — /i)secci>, 

exprime alors que le rayon de courbure est le double de 
la normale prolong^e jusiju'a la rencontre du plan ^ = A, 
propri^te bien connue de la cycloi'de. 

PROBLEME XYIII. 

155. Troiiver la courbe de plus vite descente dans un 
milieu resistant homogkne. 

Nous admettons comme Evident que la courbe doit ^tre 
comprise dans un plan vertical, et nous designons las 
coordonn^es d'un point quelcouque de la courbe par x, j^, 
en faisant coi'ncider Taxe des y avec la direction de la 
pesanteur; nous prenons d'ailleurs, comme auparavant, 
Tare s pour variable independante. Cela pose, soit i^ la 
vitesse, g Taccel^ration dans la chute libre, <f[^) la re- 
sistance, qui doit ^tre une certaine fonction de la vitesse; 
r^quation du mouvement sera 

du dp ds . 

^r-T(0 = 5- = ^7, = '^. 

et le temps aura pour expression 1 — En regardant x, 
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jy i^ comme trois foncdons de s quMI s'agit de determiner, 
on aura done entre ees foncdons les deux reladons 

el le problime reviendra a chercber le minimum absolu 
de I'integrale 

j j i 4- X(x"+/'- i) -h f*K4- (p(p) - gr'] j ds. 

Si dans les formules gdnerales du n^ 131 on remplace 
z par (^, on aura 

V = ^-h^(:c'^-Hy^-~i)4-f*K+?(i')-g7'] = 7' 
P=o, Q = o, R=_l +f,p' + ^Y'(^), 

et la ri&gle de minimum conduira aux equadons 

2Va:'-4-2>x"=o, 



i^' 



Muldpliant les deux premieres par j/, ^' et substituant a 
gy^ sa valeur t't^'-H ^ (t'), il vient 

La troisieme equation multipli^e par v^ se transformc en 
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retranchant celle-ci de la precedente, on irouve 



dfi") 



<^ 





V ^ 


A — p 


^Tv;"" r 


ds 


ds 




= 2 


dl 

ds 


d.iuff(v) 
ds 


<^ 






ds ' 




el, 


en integrant, 














2X. 


-^cp(c)- 


9 





La consideration des termes aux limites de la variation 
de Fintegrale proposee fera voir que la constante k est 
necessairement nuUe, en sorte que cette equation devient 
simplement 

(2) 2X — p^((>) — - = 0. 

On trouve d'ailleurs, en integrant les deux premieres 
equations (i), 

/ 2>J:' = fl, 

a, b etant deux constantes arbitraires. Ajoutant les deux 
relations primitives 



pp'-f.(p(p) — ^y=ro, 



jc'»-h7'»=:l, 



(4) { 

nous aurons cinq equations (2), (3), (4) entre lesquelles 
nous pourrons eliminerles quatre inconnues X, fji, ^ ^y' • 
Ce calcul effectu^ donne 
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equation qui determinera u en fonction de s^ aussit6t que 
la forme de la fonction cp (f^) bu la loi de la resistance sera 
connue. Reportant la valeur de i^ ainsi oblenue dans Te- 
quation 

<'p'-h<p(p) — g7' = o, 

on en deduira ensuite une equation entre y ei s qui sera 
Fequation de la courbe cherchee.' 

156. Lorsque la resistance ^(i^) est nuUe, les deux 
dernieres formules se r^uisent a 

s 

dont la seconde s'integre immediatement et donne 

« 

*''=2^(y— C). 

Substituant dans la premiere equation la valeur de i^i^' 
fournie par la seconde, on trouve d'ailleurs 

enfin, quand on elimine i^' entre celte equation et la pre- 
cedente, il vient 

^ = ± sli — ia^g[y—c), 

d'ou Ton lire successivement 

dx 



j^ =±\l^a}s[y—c). 



resultatdans lequel il est facile de reconnaltre I'equation 
diilerentielle de la cycloide. 

157. Cherchons maintenant quelles sont, dans le cas 



3i4 
On a 
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^ du du ^ du 

et les equations indefinies deviennent 

du 



(0 



fA -7 2.V x' — a > x''' = o, 

fA — — aVy— 2\/''=o, 






2^ z" =r O. 



Multipliees par x', j^', -z', elles donnent 

3' — 2V=0, l\=Z — C, 

Soient /, m, n les cosinus des angles de la droite L qui 
tangente a la fois a la surface et normale a la courbe ferait 
un angle aigu avee le rayon de courbure p •, si I'on multi- 
plie respectivemenl par /, w, n les memes equations (1), 

il vient 

n^ nl [Ix" + my" + nz") = o, 

ou bien 



' \ 



P = 



n 



sin 9^ 



B ^tant Tangle aigu compris entre le rayon de courbure p 
du fil et la normale a la surface. Pour interpreter cette for- 



z — c 



mule, nous ferons observer que est la normale a la 

courbe menee dans le plan tangent a la surface et pro- 
longee jusqu^a un certain plan horizontal dont T^quation 
est 2 = c. Done le rayon de courbure p est egal h la 
projection de la normale ainsi determinee sur le plan 
osculateur de la courbe, propriele analogue a cello de 
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la chainette. Si Ton appelle L la longueur de la normale 
dont il s'agit, il viendra 

^ = sm ; 

JLi 

on a d'ailleurs, d'apres le theor^me de Meunier, 






cos 9, 



po elant le rayon de courbure de la section normale pas- 
sant par la tangente a la courbe. II en resulle 

tang 9 = ^, 

formules qui serviront a calculer la grandeur et la direc- 
tion du rayon de courbure p, lorsque la direction de la 
tangente sera donnee. 

1S9. En appelant |, >?, ^ les coordonnees de Tune ou 
de r autre des extremiles du fil, on verra les termes aux 
limites de la variation de I'integrale proposee se reduire a 



'§{ 



s,'-s^)-hj{z^c)(x'H-\'j'Sn-hz'S}:). 

Is, 



La difference s^ — 5i, ou la longueur de la courbe, ^tant 
constante, le terme cS[Si — Si) est identiquement nul^ 
quant aux autres termes, ils fournissent pour chacune 
des limites la condition 

exprimant que si les points extremes du fil, au lieu d'etre 
fixes, peuvent glisser le long de deux courbes donnees, le 
fil se placera de maniere a avoir ses extr^mites normales 
a ces courbes limites. 
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treiziMe leqon. 



Applications a des integrales doubles. — Maximum ou minimum de 
rintegrale //(» — px — qyy^djrdx. — Maximum ou minimum de 

ff^p* ■+■ 9* djdx, — Maximum ou minimum de ff{t — px — qf) dcrdx^ 

rintegrale ff ^p^-\- q* djrdx etant constante. — Surface k aire minimum . 
— Surface dont le centre de grayite est le plus bas possible. — Surface 
renfermant un volume donnd et dont le centre de gravite est le plus 
bas possible. — Surface a aire minimum lecouvrant un volume donn^. 



160. Dans cette nouvelle le9on nous avons a donner 
quelques exemples de la rechercbe des maxima et minima 
des integrales doubles. Les regies et formules generales 
relatives a ce cas ay ant et^ exposees avee detail dans la 
A^n® lefon, nous n' avons pas a y revenir, d^autantplus 
que nous conserverons avee soin les notations adoptees. 

Probleme XX. 
Troui^er iine surface telle, que I 'integrale 






v^djrdr 



soil maximum ou minimum, ^ etant la portion de Paxe 
des z comprise entre Porigine et le plan tangent h la 
surface au point x^y, z. 
On a 

V =: z — px — qy , V = p"' == (z — px — qf )*", 
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Tequation indefinie N j ^ = o devient par con- 

sequent 

dv dsf \ 



\m — 1 



p«-a ( p_|_:i;-f_^)=:Oj 



'-r-> -r- etant les derivees partielles de \f considere coinme 

ax ay *■ 

fonction immediate de x^j. Cette equation est satisfaite, 
1** si I'on fait J' = o, valeur qui rendrait I'integrale nulle 
et donnerait pour solution une surface conique ayant son 
centre a I'origine des coordonn^es *, tP si Ton fait 

. . 3 dv dv 

^ ' /w — I d.x dy 

nous ne nous occuperons que de cette seconde solution. 

L'equation (i) aux derivees partielles du premier ordre 
par rapport a v* s'llitegre facilement par la methode ordi- 
naire et donne 

' (s) 

ou 

3 



P = x*-''" 



.1 — OT 1? \ J 



^'-"F ("-)=/'•' + 7/, 



F etant une fonction arbitraire. C'est encore une equa- 
tion aux derivees partielles du premier ordre relativement 
k z\ en Tintegrant, et faisant , pour abreger, 



\x m -h 1 \x ' 



on aura 

3 
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Telle est Fintegrale generalede Tequation (i). Elle repre- 
senle une infinite de surfaces distinctes, suivant les formes; 
assignees aux fonctions arbitraires f et ^. 

161 . Lorsque les limites de Tintegrale sont fixes, ainsi 
que les valeurs correspondantes de 2, ou lorsque la sur- 
face doit 6lre circonscrite par un contour donne, la regie 
de maximum ne fournit point d'equations aux limites, 
et les fonctions arbitraires seront determinees par la con- 
dition m^me que la surface passe par ce contour. Mais si 
Ton donne seulement les valeurs limites de x^ y^ ou la 
projection du contour sur le plan ocy^ sans les valeurs 
correspondantes de z, la condition de maximum ou de 
minimum exige qu'en chaque point du contour on ait 

ou 

( 3 ) ^~^ ( ydx. — xdy^ = o. 

Le facteur ydx — xdy ne pent fetre nul que lorsque la 
projection du contour est une droite passant par Torigine 
des coordonnees \ pour toute portion du contour qui ne 
remplit pas cetle condition, on aura done 1^ = 0, et par 
suite 



(s)=». Ks)=- 



ajoutons que sur cette partie du contour le rapport - 

varie necessairement d'un point a Tautre, et nous en 
conclurons que la fonction "if est nuUe en general ou pour 
chaque point de la surface. L'equation (2) reduite a 



z = xyij 



represente alors une surface conique ayant son sommet 
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a Torigine des coo rdonnees. La valeur de p' qu'on en de- 
duit ^tant constamment nulle, celle de Tintegrale est 
aussi nulle, et Ton comprend sans demonstration que 
c^est un vrai minimum, du moins lorsque Texposant m 
est un nombre pair et positif. 

162. Considerons maintenant le cas ou le contour n'est 
pas donne, mais seulement assujetti k rester sur deux ou 
plusieurs surfaces donnees; soient p\ q* les derivees par- 
tielles de z relatives a I'une de ces surfaces, on aura pour 
la portion du contour quelle doit renfermer 

OU 

,;«-» I (*-|-;wx(/7 — />') -Hiwr(^ — 7') j =0, 

^nation qui sera satisfaite, soit par 

soit par 

z — px — qy m 



•p' X — q' y m — 1 



La premiire solution i^ = o ramine la surface conique 
du cas precedent; la scconde exprime que si Ton mene 
des plans tangents a la surface cherchee et a la surface 
terminale par un point quelconque de leur ligne d'inter- 
section, les portions de Taxe des z comprises entre Tori- 
gine et ces deux plans seront entre elles dans le rapport 



m 
constant 



m 



163. Dans ce qui precede, nous avons admis implici- 
tement que I'exposant m etait plus grand quel'unite. An 
lieu de nous arrfeter a discuter le cas de w = i ou w <^ i , 
considerons le probleme plus general ou Ton cherche le 
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maximum ou le minimum de riint^graje 

dans laquelle 
Nous avons 

L'equation indefinie 

equation aux deriv^es partielles du premier ordre, lors- 
qu'on y regarde f [^^) comme fonction immediate de x, 
y, s'int^gre sans peine par la methode ordinaire et donne 



.'/'W=f(J). 



F etant une fonction arbitraire. 
Soit, par exemple, 

/(p)=:=logP, 

on aura 

^<"=v ?="©• -^^.(J) 

et 

En integrant de nouveau, il vient 



-?g)+-'4'(5). 



cf et i|< etant deux fonctions arbitraires, 
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Probleme XXI. / 

164. Trouver la surface pour laquelle Vintegrale 






q^ . dyilx 



soil un maximum ou un minimum^ p et q etant les de^ 
rivees partielles de Vordonnee z de la surface. 
On a 

requation ind^finie est 

q^r — ipqs -\-p^ / = o, 
d'ou Toil tire, en integrant, 

(p et ip etant denx fonctions arbitraires. 

Lorsque les limites de Tintegrale sont determinees, ou 
quand on connait les deux parois cylindriques r== ri, 
y=jrj, et les deux plans x=Xi, x=iXi qui doivent 
circonscrire la surface cherchce, sans que son contour 
dans I'espace soitdonne, on doit avoir en chaque potnt 
du contour 

Qdx — Pdf/ = o, ou qdx — pdj' = o, 

equation qui exprime que la surface clierchee doit ren- 
contrer sous un angle droit les deux parois cylindriques, 
ainsi que les deux plans limites. Dans le cas plus general 
ou le contour est assujetti a rester sur des surfaces don- 
nees quelconques, si Ton appelle p\ q^ le§ derivees par- 
tielles de z relatives a cliacune de ces surfaces, on devra 
avoir en chaque point de la portion du contour qu'elle 
con lien t 

V-hP(/?'-;^)-hQ(7' — 7) = o, 

IV. 21 
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OU 

et Toti en conclura sans peine que si, par un point quel- 
conque du contour, on mene deux plans verticaux, 1 un 
normal a la surface cherch^e, Tautre normal a la surface 
limite, ces deux plans seront perpendiculaires entre eux. 

Probxeme XXII. 
165. Trouper la surface pour laquelle Vintegrale 



(z —px — qy)dydx 



soil un maximum ou un minimum^ en m^me temps que 
Vintegrale 






-h 7^ . djrdx 



conserve une valeur donnee. 

Ce probl&me se ram^ne a la recherche du maximum 
ou minimum absotu de Fintegrale 

dans laquelle n est une quantity constante, mais in- 
connue. 
On a 



\z=z-^px'^qX'^n sjp^ -+■ ^S 



>/p^ -f- q^ sip" -f- q' 

et TequatioD indefinie 

3 - 
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iRlegree par la metkode de Monge, doxine 

y et i|^ etant deux fonctions arbitral res. La surface repre- 
sentee par cette equation est evidemment une surface an- 

fi 
nulaire ou lore engendre par un cercle de rayon - qui 

se meut dans I'espace suivant une loi quelconque, en res- 
tant toujouFS parall^le au plan xjr. Si Yon nomme J, tt, ^, 
les coordonnees variables de son centre, on aura 

et ces equations, lorsqu'on aura determine les deux fonc- 
tions arbitraires, representeront la courbe directrice que 
le centre decrira dans son mouvement. Les vaVeurs des 
derivees parlielles du premier ordre p el q seront d'ail- 
leurs 

X-h-^iz) 






[x + y(3)]y'(2)H-[r-H^f(3)]f(0 



i66. Parmi les diverses hypotheses qu'on pent faire 
relativement aux limites, nous n'examinerons que celle 
oi la surface (i) doit se terminer dans deux ou plusieurs 
surfaces donnees. Soient p\ q' les derivees de z relatives 
a chacune de ces surfaces terminales, la portion du con- 
tour qu'elle doit contenir sera caracterisee par I'equation 

ou bien par 

' 1' 



slp^ - -.» 



21. 
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Supposons, par exemple, que Tune des surfaces limites 
soil un pl'an ay ant pour equation 

z == aa; -}- bXy 
on aura 

et r equation (a) se reduit a 

ap + bq =.0. 

Remplagant p ei q par les valeurs trouvees ci-dessus, 
il vient 

(3) z -{" a (f(z) -h b^{z)=z O'y 

et, en eliminant cp (5) , ^ [z) a Paide des equations 

qui donnent les ooordonnees du centre du cercle gene- 
rateur, • 

Sous cette forme on voit que le centre du cercle gene- 
ra teur doit se trouver constamiuent dans le plan limite. 
Si la surface chercWe devait se terminer de I'autre c6te 
sur un second plan dont Tequation fut 

z = a' x-\- b'y, 

on trouverait egalement pour Tintersection correspon- 
dante 

(4) Z + flX3)-i- b''^[z)=:zO 

et 

d'ou Ton conclut que le centre du cercle generateur doit 
se trouver aussi dans ce second plan, en sorte qu*il se 
mouvra le long de Tintersection des deux plans limitels^ 
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la surface cherchee sera done un cylindre oblique a base 
circulaire, ayant pour axe I'intersection des deux plans. 
Les fonctions arbitraires djel^ seront dans ce cas deter- 
minees par les deux equations (3) et (4) 9 qui donnent 

, b—b' a — a! 

et la fonction z est alors parfaitement connue, sauf la 
constante n, dont on disposera pour faire prendre a I'in- 
tegrale J J sjp^ -hq* .dy dx la valeur constante qu'elle doi t 
garder. II serai t impossible d'assujetlir la fonction z a au- 
cune nouvelle condilion relative aux li mites de a: ; si done 
les autres conditions, qu'on pent se donner relativement 
aux limites, ne sont pas salisfailes d'elles-m^mes, le pro- 
blenie deviendra impossible , et il n'y aura ni maximum 
ni minimum. 

Problems XXIII. 

167. Trouper la surface dont faire entre des limites 
donnees soit la plus petite possible. 

La differentielle de I'aire etant y^ i 4- p* -f- 9* dydxj 
Tintegrale qu'il faut rendre minimum sera 



f" r «'" 

Jar, t/r, 



On a 

N = o, ?=:= , ^ ==, q = 



L'^quation ind^finie du probleme et qui doit determi- 
ner la forme gen^rale de la surface cherchee, sera done 

f \ dp da 

ou 

W (l-hq')r^2pqs-{-{l -f-/?')r=0; 
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or elle exprime la propriete bien conuue, qu'en chaque 
point de la surface minimum la sorame des deux oovr^ 
bures principales est nulle, ou, en d'autres termes, que 
les deux rayons de courbure principaux sont egoMX et 
diriges en sens contraire, 

Lorsqne le contour de la surface dans Tespace sera 
donn^, les fonctioiis arbilraires araenees par I'mte- 
gration de Tequation (i) seront determin^es par cette 
seule condition, et il n'y aura plus d'equatioas aux 11- 
mites. Mais si Ton assigne seulement les valeurs limites 
de X etdej^, sans assignerles valeurs correspondantes de 
z, ou si Ton ne donne du contour que sa projection sur 
le plan xy^ on devra avoir le long de cette projection 

(^dx — Pi/^=o ou q dx — pdy=zOy 

et cette equation exprime que la surface minimuni ren- 
contre sous un angle droit la surface ou les surfaces cy- 
lindriques qui projettent le contour sur le plan ay. Le 
plan qui a pour Equation z =-■ c, satisfait a la fois evi- 
demment et a cette condition et a I'equation gene- 
rale (2). II est done la solution la plus simple du problerae 
dans le cas dont il s'agit ; mais le difficile serait de 
demontrer qu'il est la seule solution possible. 

Supposous maintenant que la surface minimum, au 
lieu d'etre limitee par certaines courbes ou par cer- 
taines parois cylindriques, soit assujettie a se terminer 
dans deux ou plusieurs surfaces donnees mais quelcon- 
ques •, on aura alors en chaque point du contour entier 

V-4-P()&' — ;>) -hQ<^'— q)-=o, ou i-\rpp'-^ qq'=^, 

equation qui prouve que la surface minimum rencon- 
trera sous un angle droit cbacune dcs surfaces limites. 

168. L'int^grale generale de I'equation (i), qui repre- 



r 
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sente toutes les surfaces minima, a ^te obtenue, pour 1^ 
premiere fois, par Monge, mais sous uue forme toute com- 
pliquee d'imagmaires qui la rendait peu propre aux ap- 
plications. Legendre, el plus tard MM. Serret et Catalan, 
36 sont occupes a leur tour de cette m^me integrale, soit 
pour verifier le resultat de Monge, soit pour ie simpli- 
fier. Enfin, M. Ossian Bonnet, en developpant les pr>n- 
cipes sur lesquels Gauss fonda ses belles recherches rela- 
tives a la theorie des surfaces, a montre que ces m^mes 
principes conduisent facilemeni a une forme simple de 
rintegiale dont il s'agit. Nous indiquerons en peu de 
mots la marcbe suivic par M. Bonnet, dans son excellent 
Memoire surVemploid^un nouueau systeme de variables 
(Journal de Ldomnlki, t. V, i860), pour obtehir sous 
forme finie I'^quation de la surface minima. 

Soient a, (3, y les angles de la normale a la surface 
avec les axes des coordonnees, ^ Tangle avec le plan xz 
du plan men^ par la normale parall^lement a Taxedes z, 

et posons m = Z tang -» en sorte que tang - = ej; | et y} 

sont les nouvelles coordonnees ou variables ind^en- 
dantes qu'il s'agit de substituer h a:, j. En d^signant par i 
runite imaginaire V — i ? on aura 

I 

sm7=: :-, COS7 =: f taagf)}, 

cos * IJ 

. ,cos| 

COS a rr: sill 7 COS 5 = •> 

cos in 

r 

o r sin? 

cos p = sm7 sin 5 = — — > 

COSIYI 

et Tequation auxderivees partielles (i) prendra la forme 

, cos 5 , sin 6 
a ' a ' 



cos in cos/f} 

4- z= O 



dx dy 
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QU 

Pour determiner les derivees partielles -~? — > — > — » 

* ax djr das dy 

cherehons d'abord les relations gen^rales entre J, >? et 

a:, y. Soient x, y, z les coordonnees d'un point quel* 

conque du plan tangent et D la distance de I'origine a ce 

plan, nous aurons 

X cosa + y cos p 4- z cos 7 = D , 

ou, en substituant les valeurs des cosinus de a, /3, y, et 
multipliant par cos zxj, 

(4) X cos g -I- y sin 5 -f- z ' sin /u = D cos ir\, 

Cette equation , dans laquelle on pent considerer le se- 
cond membre comme une fonction de J, 77, d^finit tous 
les plans tangents i la surface. Pour en deduire les coor- 
donnees x^ y^ z d'un point quelconque de cette surface, 
nous ferons remarquer que ce point peut 6tre regarde 
comme I'intersection de trois plans tangents infiniment 
voisius, et nous en conclurons quex, y, z, substitues res- 
pectivement a x, y, z, doiveni verifier Fequation (4) et 
cette equation differentiee soit par rapport a \^ soit par 
rapport a y}, en laissant x, y, z constants. Done, en fai- 
sant, pour abreger, (^= — D costyj, on a 

a: cos? +j^sin? -+-zi sin i»3 = — i^, 

dX, 

(5) . -s,n?-jcos? =-, 

zcosfyj =-— • 
dfi 

Telles sont les equations qui d^terminent les coordon- 
nees Xy y^ Zy lorsque J, >/, f sont connus. Si on les diffe- 
reniie en faisant varier a la fois x,y, z^ f , y?, f , et qu'on 
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fasse , pour abr^ger, 

on trouve, apr^s quelques reductions faciles, 

€ircos5 -f- dy sin g = — i tang i>j (p^S + wd'n)^ 
(^) ? <i!j?sinS — dy co%^ = ud^-h vdn^ 

dz cos/y; = vd\ -f- «»«?>], 

En faisant tour a tour J^=o, rfx=o, on dMuit de 
ces equations les valeurs des derivdes partielles ;7- » T7"» 

— 1 — > et ces valeurs substituees dans Tequation (3) lui 
font prendre la forme tres -simple 

(8) U -\- iVr=zO. 

Or, si Ton regarde J, >?, a leur tour, comme des va- 
riables independantes , la troisieme des equations (7) 

donne 

dz 

«'= -rr; COSI>3, 



din 



«f = -7- cos 1)1 ; 



on trouve d'ailleurs par les Equations (6) 

du , . /. , d^ d^^\ d^X, 

- = itang,.^uang..~+-j^-^^-^^ 

dv 
= 3^ H-wttangiyj 
a? 

r/*« rf« . . . 

= -rr- cosivj H--7- isiniij; 
a5 w*' 
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on aura done, en diffi^rentiant par rapport a yi requation 
w-|-w=o, 



equation bien eonnue, dont I'integrale generate est 

f et (p etant des fonctions r^elles ou imaginaires. Toute- 
fois il faut observer que cette integrate est plus generale 
que Tequation proposee (i) ou (8), el qu'en d6duisant de 
z la valeur de ^ aa moyen de la relation 

^^=fz cos iri dm > 

on devra determiner la fonction arbitraire de | , intro- 
duite par Tintegration, de maniire a satisfaire a la con- 
dition i£ -h-tv = o. 

Supposons , par exemple , 

2 2 

a, b etant des constantes r^elles et positives, nous aurons 
successivement 

z =ag -1-^73, 

5 =J^z cosiridYi = y!(o5-|- bYi)co&iridn 
= — (a ? -f- ^ifj ) /sin in — b cos in -f- X , 

X etant uue fonction arbitraif e de g dont X' et X'' seront 
les derivees par rapport a ^ du premier et du second ordre; 

a = — b cos / « -4- X" -f- X , w^=: b cos 1 u , 
a-4-(v = X"-hX=o, 
et en integrant/ 

X=:Ccos5-+.C'sin5. 
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Faisons, pour simplifier, Cso, C'= o, il Tiendra 
X=o, 

$ =r — {a^-h bYi)isin iri — b cos iri ; 
ecles equations (5) donneront 

I x:=^ b COS ivi C05 5 — ^^ sin /« sin 5 , 
(i o) J J = ^ COS iij sin g -h ai sin i >j cos 5 , 

ou bien, en coordonnees polaires, si Ton fait x = r cos &), 
y = rsinoi), . 

IT* cos ( w — 5J = A cos />3 , 
r sin (« — S) == fl' sin /u , 

Les equations (lo) et (i i), en supposant qu'on ait ell- 
mine |, y?, repr^sentent une espice parliculiire de surfaces 
minima. Dans le cas particulier ou a = o, elles donnent 



rzzz b COS -r 



= -^4-^ ^). 



equation de la surface de revolution engendree par une 
chainette. 

Si & = o, on a . 



9r z 
2 ^ 



equation de rh^licoi'de ganclie 1 plan directeur. 

Dans le cas general, ou a et i» sent qnelconques^ I'^li- 
minadoQ de ^, r? donne 



a Jr'—b^ Jr^^a'^SJj^ — b^ 
z — a«i = i2arctafigT Kf -z : + bi^ ^ ' 9 

equation qui repr^sente evidemment une surface engen- 
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dree par le mouvement h^lifoidal autour de Taxe des z, 
d'une certaine courbe plane dont on trouve Tequation 
en faisant dans eelle qui precede co = o, r = x. 

169. II existe un moyen tres-simple de realiser une 
multitude de surfaces a aire minima, c'esl-a-dire a cour- 
bure moyenne nulle, ou, plus generalement, a courbure 
moyenne constante. M, Plateau a fait voir, eneffet, que 
ceite propriety d'avoir sa courbure moyenne nulle ou 
constante est la condition d'equilibre d'une lame liquide 
tres-mince, d'une bulle de savon par exemple, dont la 
masse est sensiblement nulle, et que Ton pent considerer 
pour cette raison comme soustraite a Taction de la pesan- 
teur, comme soumise a la seule action des forces molecu- 
I aires : si celte lame jest fermee de toute part de maniere a 
emprisonner une certaine quanlite d'air, la courbure 
moyenne est constante, et plus ou moins grande selon la 
difference des pressions interieure et exterieure; si, au 
contraire, la lame est en contact, par ses deux faces, avec 
Fair libre, la courbure moyenne est nulle. 

En se servant, pour faire naitre ces bulles ou lames, 
d'une solution de savon et de glycerine melanges, M. Pla- 
teau a su leur donner une persistance extraordinaire. 
On pent alors etudier tout a Taise les formes tres-di- 
verses, tr^s-originales, suivant lesquelles les lames li- 
quides s'arrondissent ou s^etalent, lorsqu'on les assujettit 
a adherer aux contours de charpentes rigides dessinees a 
I'aide de fils de fer legerement oxydes par Tacide nitrique, 
et qu'on plonge un instant, pour les retirer presque sur- 
le-champ, dans le melange glyc^rique. L'illustre physi- 
cien a ainsi cree un procede facile et charmant de resou- 
dre experimentalement le problem^ de la moindre surface 
passant par un contour donne. 

Veut-on, par exemple, la surface engendree par la re- 
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volution d'une chainette autour de sa directrice, surface 
a laquelle M. Plateau a donne le nom de catenoide, on 
introduit, au moyen d'un pinceau imbibe de solution gly- 
cerique, une petite quantiledeliquide en tre deux anneaux 
circulaires presque en contact \ on soulfeve doucement I'an- 
neau sup^rieur,et I'on voit un catenoi'de laminaire arron- 
dir sa surface en tre les deux anneaux. En continuant a faire 
monter graduellement Tanneau, on voit le catenoide se 
resserrer, s'eirangler en son milieu, et bient6t se rompre 
pour se convertir en deux lames planes s'etendant sur les 
deux anneaux. Cetle rupture a lieu lorsque la distance 
des deux anneaux est a peu pres egale aux deux tiers de 
leur diametre, exactement comme I'exige la theorie. II re- 
sulte, en effet, denotre discussion du probleme de la moin- 
dre surface de revolution (n° 103), que la chainette ge- 
neratrice devient impossible lorsque le rapport en tre la 
distance etle diam^tredes deux bases, supposees ^gales, 
depasse cot (56° 28') ou 0,6627. Nous avons vu, en outre, 
qu'aussi longtemps que cette limite n'est pas atteinte, 
il existe deux chaluettes ayant I'axe de revolution pour 
directrice, mais que c'est I'exterieure ou la moins rentr^e 
qui seule donne le minimum. Or ce resultat,' que nous 
croyons avoir tire le premier du calcul des variations, 
est encore parfaitement d'accord avec I'experience; car 
M. Plateau avait deji observe que des deux catenoi'des 
possibles, qu'il a le premier signales, c'est toujours le 
moins rentre qui se produit, et il en avait conclu que le 
catenoide int^rieur ou plus rentre est instable. 

ProblI:me XXIV. 

170. Quelle jorme doit a\^oir une surface d*etcndue 
ou d'*aire donnee pour que son centre de grauite se 
trouue le plus has possible ? 

Si Ton suppose que I'axe des z coincide avec la direc- 
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tioa de la pesanieur, Taire U de la surface sera 






et TordoniLee verticale de son centre dje gravite 






z^I -^p^-^-if.dfdx. 



La question consiste a trouver parmi toutes les formes de 
la fonction z pour lesquelles I'integrale U prend une cer- 
taine valeur determinee, celle qui donne pour Z, et par 
suite pour UZ, la plus grande valeur possible^ ou a cher- 
cher le maximum absolu de Pintegrale 

dans laquelle a est une nouvelle quantite constante mais 
inconnue, qu'il faut determiner, demaniere a fai re pren- 
dre a I'integrale Ula valeur donn^e qu'elle doit avoir. 
Ona 

et la forme generale de la surface cherch^ sera determi- 
nee par I'Ajuation indefinie 

(i) 1 -{-p^-t-g'= [z^a)\{i -i-q^)r^2pqs-h{t -hp'Jt]. 

Cette equation exprime une relation remarqiiable 
entre les rayons de courbure principaux R, R', de la 
surface. En effet, si Ton regarde chaque rayon conune 
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positif, lorsqu'il est dirig^ en has, c'est-a-dire lorsqu'a 
partir de la surface sa direction forme un angle aigu avec 
le demi-axe des z positifs, et negalif lorsqu'il est dirige 
en haut, on aura 

(l -h7')r — ipqs -f- (l -+-jP^) t I I 

(l +/>^ + g'f ^ ^' 

et I'equation (i) , devenue 

II I 



exprimera que le rayon de la cowhure moyenne est le 
double de la normale prolongee jusquh un certain plan 
horizontal dont Inequation est z ^=: a. 

171 • Lorsque le contour entier de la surface est donne, 
la condition de maximum ne fournit aucune equation 
aux limites. Mais si Ton connail seulement la projection 
du contour sur le plan xj^ ou les valeurs limites de jr et 
de X sans celles de z^ on devra avoir en cfaaque point 
du coKfetour 

Qflfor — P^ r=: o OU qdx — pdjr = o ; 

* 

^uation qui exprime que la surface est partout normale 
aux cylindres ou aux plans qui la limitent dans le sens 
des X et des j. 

Plus generalement, si le contour devait se terminer sur 
deux ou sur plusieurs surfaces donnees, de forme quel- 
conque, on aurait, en representant par p', q' les derivees 
partielles de z relatives a Tune ou I'aulre de ces surfaces 
terminales, la condition 
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OU 

c'est-a-dire qu'en chaque point du contour, la surface 
cherchee devrait couper les surfaces li mites squs un angle 
droit. 

i72. La surface dont le centre de gravite est le plus 
bas, a beaucoup d'analogie avec la chainette, qui 'parmi 
les courbes jouit de la m6rae propriete. Pour rendre cette 
analogic plus frappanie encore, supposons que la surface 
representee par I'equation (i) soit un cylindre ayant sa 
g^neratrice parallMe a I'axe des jy et cherchous quelle 
doit 6tre alors sa forme. On aura dans ce cas ^ == o, 
5 = o, f = o, et I'un des rayons de courbure principaux 
sera infini, tandis que Tautre se reduira , 



R = (z — a) sji^p^, 

Dans cetle equation, qui determine la forme de la section 
normaie a I'axe desy, on reconnait sans peine Tequation 
de la chainette. Mais il faut se garder d'en conclure que 
la surface ainsi delerminee soit parmi toutes les surfaces 
cylindriques celle dont le centre de gravite est le plus bas^ 
elle ne le serait en effet que dans le cas ou la longueur de 
la generatrice ou la difference j^j — y^ resterait constante. 
Des que la difference^, — y^ redevient variable, lacourbe 
directrice du cylindre cesse d'etre une chainette. Pour 
irouver, en effet, la surface cylindrique dont le centre de 
gravite est le plus bas, il aurait fallu d^s le depart faire 
entrer en ligne de compte la condition g = o, ce qui 
aurait modifie sensiblement Tequation generale (i). Au 
reste, cette derniere question est celle que nous avons 
traitee, Probl^me XI, en cherchant la forme d'equilibre 
d'un fil dont la densite ou Fepaisseur est variable. 
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Probleme XXV. 

173. Un certain volume de niatiere homogene est 
terminc en haul par un plan horizontal, en has par une 
surface courbe d^etendue ou d^aire donnee^ quelle doit 
dtre la forme de cette surface pour que le centre de 
grai^ite du volume soit le plus has possihle ? 

Si I'on prend le plan liorizontal donne pdur plan des 
:cy et la direction de la pesanteur poor axe des z^ le pro- 
bleme revient k chercher le maximum de I'int^grale 

/ / (z^-hacz — 2 a ^ I -^ p^ -{- q^) d/d.T , 

a, c etant deux constantes, qui permettront d'assigner 
a Faire de la surface courbe et au volume lies valeurs 
delerminee's qu'ils doivent avoir. 
On a" 

V = a^-h lez — 2£i ^1 -4- />'-+- q\i 
N==2 z + c),. P= . ^ => Q=~==?z=, 

et la condition generale de maximum, N — -— = o, 

devient 

d. P — d^ 



1 ^- — -f- ^H ^- — -=^ ^ = o, 

a dx dy 

« 

OU, en developpant, et designant par R, R' les deux rayons 
de courbure principaux, 



R "^ R' "a 
Telle est Tequaiion de la surface cherchee. Elle exprime 

IV. 22 
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qa^en chaque point de la surface la courbure moyenne 
est en raison immerse de la distance h un certain plan 
horizontal dont V equation est z -f- c = o. 

La surface devant aboutir sur tout son contour au plan 
ocy^ les valeurs limites de z sont nuUes; si celles de x, y 
ne sont pas fixees, ou si le contour de la surface dans le 
plan ay n'est pas assigne k Tavance, les equations aux 
limites se reduisent (n^ 67) k la condition unique 

V-P;?-Q^ = o, 
ou 



= o, 



qui doit subsister en chaque point du contour, et qui ex- 
prime que la surface courbe est normale au plan xy le 
long de leur intersection commune. 

Problems XXVI. ^ 

174. Parmi toutes les surfaces recouurant le nieme 
"volume et ayant les m^mes limites^ troui^er celle dont 
Vaire est minimum. 

Les conditions du probl^me ^tant 

ffzdydtc = const., fj^^ "+" P^+q^*dydx=m\n,, 

la question revient a chercher le minimum absolu de 
Fint^grale 

a etant un facteur constant, mais ind^termine. Dans les 
notations adoptees, on a 
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et la forme generale de la surface cherchee sera caract^- 
ris^e par I'^quation indefinie 

(i) (i4-^')r— !xpqs-+-(i-^p^)t^ -{i-^p^-^q^y = o. 

• Soient toujours R etR' les rayons de courbure princi- 
paux, que nous supposerons cette fois positifs lorsquMls 
seront diriges en has, c'est-a*dire lorsque la surface tour- 
nera sa concavity vers les z negatifs^ negatifs, quand 
la concavite sera dirig^e en haul. L'equation indefinie 
devieiit 

II I 

et elle exprime que la surface qui sous la moindre aire 
possible renferme un volume donne, jouit de cette pro- 
priete remarquable d'avoir en chaque point la m^me 
courbure moyenne. 

175. Un mot sur les equations aux limites dans les 
hypotheses les plus simples. Si Ton connait seulement la 
projection du contour de la surface sur le plan xy^ ou 
les surfaces cylindriques perpendicul aires au plan xy^ 
entre lesquelles elle reste comprise, on devra avoir en 
chaque point du contour 

Qdx — P fl(^ = o, ou gdjr — pdy = o, 

equation qui exprime que la surface cherchee rencontre 
sous un angle droit toutes les faces du cylindre limite. 

Plus generalement, si la surface cherchee doit se ter- 
miner sur une surface quelconque dont 1' equation aux 
derivees partielles soit dz = jJ dx-^cf dy^ on devra avoir, 
le long du contour, 

22. 
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OU 



z ^ I -{- p^-h g^ — a (i -\- pp' -}- qq') =: o; 

et cette ^uation exprime la propriete suivante : 

Si par le pied de Vordonnee z d'un point quelconque 
du contour on fait passer un plan parallele au plan 
tangent a la surface limite, et que par le m^me point du 
contour on mene une normale h la surface cJiercKee, 
cette normalcy prolongee jusqu'a la rencontre du plan 
parallele, sera constante et egale & a, 

Dans le cas particulier ou la surface doit se terminer 
dans un plan horizontal, represente par Tequation z = h, 
on a p'= o, 9' = o, et la formule precedente se reduit a 



I n 



d'ou Ton conclut facilement que la surface demandee 
coups le plan Irmite sous un angle constant. 

Le cosinus de cet angle est -; il sera nul lorsque le 

plan horizontal se confondra avec le plan xj. Done la 
surface qui avec un plan donne renferme un certain vo- 
lume sous la plus petite aire possible doit etre normale au 
plan en chaque point de Tintersection commune. Une 
demi-sphire de rayon convenablement choisi remplira 
^videmment cette condition, en m^me temps qu'elle satis- 
fera a I'equation indefinie (1)5 c'est done une solution 
du probl^me, mais il faudrait pouvoir prouver en outre 
que c'est la seule. 

176. Considerons encore le cas ou le contour est inde- 
terraine, ainsi que sa projection sur le plan xj^ mais ou 
Ton se donne Faire circonscrite par cette projection. Aux 
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couditions premieres il faudra joindre les suivaotes : 



^1 •^Ti 



dydx-=. const., 



et chercher le maximum absolu de T integrate 






(V -h c)dydx, 



V ayant la m^me signification qu'auparav ant. On obtien- 
dra la m^me equation generate ou indefinie (i) ', mais les 
equations aux limites deviendront 

V -f- c = o, C^dx — Vdj = o, 
pour j=ji,y=j5, ^t 



r \y ^c)dy=o, P = o, 



pour a: = Xi, x = jCj. 

Les deux premieres donnent 



z — c 
a 

on a d'ailleurs 



:= ^i 4- /?' -f- 7% qdx — pdy z=. o ; 



dz = pdx -f- pdy ; 
done 

don dy dz . ds 

P ^T'~~P''^9''^ V^Ip'T^') (i -f-p' + F)' 
et par suite 

ou bien 

iz — c)dz 
ds= -~=r====='. 
s/\z — cy — a^ 
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et, en integrant, 



i'' = (a— r)»— a% - ' 



l^arc s etant compte a partir du point pour lequel 
z = a + c. Done si Ton d^veloppe le cylindre limite sur 
un plan, le contour rabattu formera une chainette dont 
le param^tre sera ^gal a a. L'^uation 

qdj- — pdx = o 

prouve d'ailleurs que la surface cherchee rencontre les 
cylindres limites sous un angle droit. 

II parait difficile de tirer rigoureusement des equations 
ind^finies ou aux limites d'autres consequences que celles 
que nous venons d*enumerer. Mais on voit immediate- 
ment que, dans le cas dont il s^agit, le plan horizontal 
determine par Tequation 

z = a -\-c 

satisfait a toutes les conditions aux limites aussi bien qu'a 
Tequation generale (i), et Ton est ainsi conduit a con- 
clure que la moindre surface qui puisse recouvrir un 
cylindre de volume et de base dounes, est un plan pa- 
rallile a la base. La forme de la base reste encore indeter- 
minee, etelledoit l'6tre ^viderament, puisqu'un change- 
ment quelconque apporte a son peri mitre, sans alteration 
de son ^tendue superficielle, ne changerait en rien ni 
Taire de la base sup^rieure, ni le volume du cylindre. 

Pour le plan en question, la courbure moyenne est 
nuUe, et par consequent a = oo ^ mais on pent remarquer 
que la somme a -he tient place d^une nouvelle constante 
dont la valeur est finie et qui devra itre choisie de maniire 
a assurer au volume circonscrit la valeur assignee. 
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QUATORZlilME LEQOIN. 



Applications k des integrales triples. — Surface k aire donnee renfermant le 
plus grand volume. — Minimum derintegrale/y/^i-H^p'-f-^^-l-r'dfg^rdic, 
Pf tf, Ff ^tant les derivees partielles d'une fonction ind^terminee u. 



177. Dans les deux probl^mes suivants, dont le pre- 
mier est au fond identique avec celui que nous venons 
de resoudre, nous ferons avec M. Sarrus Tapplication 
du calcul des variations a la recherebe des maxima et 
minima des integrales triples. 

Probl^me XXVII. 

Quelle pent Stre la surface qui, sous une etendue su- 
perficielle donnee, renferme le plus grand ^volume ? 
Le volume a pour expression 



u=rrr 

Jx^ */ri •^«, 



dzdjrdx. 



II est limite par six faces que nous d^signous de la ma- 
niere suivante : 

i^ Deux faces planes Ai et As, correspondantes aux 
deux limites Xi et Xt de la variable x ; 

2^ Deux faces cylindriques Bt et Bi , correspondantes 
aux deux limites y^ et j"j de la variable j^ ; 

3° Deux faces courbes Ci et Cj , correspondantes aux 
deux limites z^ et z^ de la variable z. 
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Ces diverses faces ont pour expression 



B, 



/*. /tTi /•*, 



/»^, /»: 



c, 1 


1 / V^i-f-/?'-4-7*.rfrrfjr, 


Jx^ i 


^ J s/i^y^.dzd^ 



/*t /^, /*«, 



^1 *^^i 



.a la condition quep, g^y^ indiqueronl les d^rivees de z^ 
et de j^i y ou celles de z^ et de y^ suivant le signe de sub- 
stitution (dont ils seront aflfectes, c'est-a-dire suiyant qu'il 
s'aglra des faces C'l , Bi , ou des faces Cj , Bj . 

Gonime F^tendue totale de la surface doit rester inva- 
.riable, tandis qu'on cherche le maximum du volume, le 
problime revient k trouver le maximum absolu de I'ex- 
pre^sion definie 

S = U — a(Ai + Aa-hB, 4- Ba-4- C, -h C,)- 
Or, on irouve, d'apris les regies donnees precMemment, 

j I ($z-^p§x)dy^ / j (Sx^y§x)dz, 



dk: 



/ / {Sz-hpSj:)dy-^ I j (ef-hysx)dz, 
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Jx. I L r <Ji+y" ) 



I / / \s/T+y'Sz + 3—M=Sy\d:v 
+ / / / s/i+y'J.r+ ,-i Sjrldz, 

ix,i Jz, \ \j\-\-y ) 






dx 



Jx, ly, I \'Jl+P'-^'i 



+ 1 / / {-J=.^^=Sz + \/i^p'-tq'Sy\da: 



1^, I'^'j^'/ p 



+ / / / ( ^ ^ ■.Sz + \Ji+p^-^q^SxUy, 
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I / / Sz.dydx^ f I I $y,dzdx 

-t-/ I I $x.dzdy'y 

et la variation complete de S peut s'ecrire, pour abreger, 
de la mani^re suivante : 

/'. r^t rz^ 









1—py 



+" / / s/i +y'± .7= . _: ■ . ^' 






dlr 



''rrri('=^;^5f^)""'''*''^'^^^''*'i* 



«/ 7 ' p f,±7==V^+(•^'-v''+•^'')^•^!^^• 
Si Ton decomposait toutes les substitutions doubles 
en substitutions simples correspondautes, on aurait dix- 
huit termes au lieu de six que contient cette equation. 
Quant aux signes zh et q= dont nous avons fait usage, 
afin de resserrer la formule dans le moindre espace pos- 
sible, il importe peu, pour les conclusions que nous al- 
Jons en tirer, que I'on prenne le signe sup^rieur ou le 
signe inferieur-, il est utile cependant d'indiquer quel 
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signe il faut prendre. Dans les trois premiers termes, 
qui n'ont chacun qu'un seul sigQe de substitution, le 
signe -f- se combine avec la limile superieure , et le signe 
— avec la limite inferieure de la variable a laquelle se 
rapporte la substitution. Dans les trois derniers termes, 
renfermant cbacun deux signes de substitution , on pren- 
dra : i° sous le signe integral ^ le signe -h, lorsque les 
substitutions se rapporteront toutes deux aux limites supe- 
rieures ou toutes deux aux limites inferieures des variables, 
c'est-a-dire aux combinaisons j'lZi, j^s^s, a^i^i, XtZ^^ 
Xiyi^Xifi 5 le signe — , lorsque les substitutions se rappor- 
teront I'une a une limite superieure, I'autre a une limite 
inftrieure, ou auxcombinaisousyi^Ss^j^tZi, o^i^j, x^Zi^ 
Xijty x^yi ] n^ en dehors du signe integral, le signe — 
ou le signe -f-, suivant que la premiere des substitutions, 
en lisant de gauche a droite, se rapporte a la limite su- 
perieure ou a la limite infi^rieure de la variable qu'elle 
concerne. , 

Cette formule est identique au fond avec celle donn^e 
par M. Sarrus^ niais la simplification apportee aux nota- 
tions nous a permis de reunir en six termes la variation 
5S, qui se compose chez M. Sarrus de trenle expressions 
definies. La forme abregee a en outre Tavantage de re- 
presenter par une seule expression tons les termes de 
m^me nature, dont la discussion se ferait de la mfeme 
mani^re et donnerait lieu a des consequences analogues. 

178. Arrivons aux di verses conclusions que Ton pent 
tirer de Tequation 5S = o, lorsque les limites sont ^n- 
tiirement ind^terminees ou n'ont ^t^ I'objet d'aucune 
restriction. 

On remarque d'abord que chaque terme qui contient 
en facteur la variation Sz , laquelle represente soit Szi , 
sait S z^y selon le signe de substitution qui precede,, four- 
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nit une equation distincte qui doit avoir lieu dans toute 
I'etendue de ce terme, a moins que cetie etendue ne soit 
elle-m^me nuUe. Ainsi le premier terme fournit I'equa- 
tion indefinie 

, .' d ap d ap 

(i) — . ^ - + -^-7 =L =^q='> 

dx ^j^pt^ qi dy ^i^p2_i^q2 

qui se partage en deux aulres, 

I [ T I I I 



R ' R' «' R R' a' 

relatives, la premiere a la surface superieure G^, et la se- 
conde a la surface inf^rieure Ci. Ces deux surfaces jouis- 
sent done de la propriete commune d'avoir en chaque 
point la m^me courbure moyenne ; elles tournent seule- 
ment leur convexite en sens contraires. 

Egale a zero, le coefficient de 5z dans le quatrieme 
terme donne 

le signe W- se rapportant aux aretes BiCj et BjCi, le 
signe — aux aretes 6} Ci) 6s Cj. Or le premier membre 
est ^videmment le cosinus de I'angle sous lequel les faces 
B et C se rencontrent le long de I'ar^te que Ton considere ; 
done, puisque ce cosinus est egal a Tunite, chacune des 
faces Ci, Cj se raccorde avec les faces cylindriques Bi, Bj, 
ou leur est tangente. En outre, I'equation (2) fait dispa- 
raitre ou rend nul identiquement le coefficient de $j dans 
le quatrieme terme. 

Le cinquieme terme fournit I'equation 

(3) . ^^ , -±:'> 

qui apparticnt avec le signe -H aux aretes AjCa, AgCi, 
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avecle signe — aux aretes AiCi, AsCj. Elle exprime que 
les faces Ci et Cs sont normales a Taxe de x le long des 
aretes d'intersecti on, et que, par consequent, ces faces se 
raccordent egalement avec les faces planes Ai et As, ou 
leur sont tangentes. Ajoutons que T^uation (3) fait dis- 
paraitre identiquement le coefficient de Sx dans le cin- 
quieme terme. ' 

La variation ij^ qui tient la place de dji ou de dy%j sui- 
vant la substitution qui Tafifecte, ne dependant plus que 
de la variable a: , on la fera sortir des signes / et / relatifs 
aux variables j^ et ^ , et Ton reunira tous les termes mul- 
tiplies par SjTy en deux groupes precedes Fun du signe 

I , I'autre du signe de substitution / ; on ega- 

lera ensuite a z^ro le coefficient de Sy dans cbacun de ces 
groupes. Or puisque T^quation (2) a fait disparaitre le 
coefficient de dy dans le quatrieme terme, cette variation 
ne figure plus que dans le second et le sixiime termes. 
Egalant a z^ro le coefficient de dy dans le second terme, 
on aura aux deux limites de^ 



X 



et en integrant, 



^ / d ay 

I ± -; — / \ dz = o 



(4) 



(z, — z.) I i±— -—===.] =0, 



equation qui se rapporte avec le signe H- a la face Bj, 
avec le signe — a la face Bi . • 

Negligeant le second facteur, qui, egale a zero, don- 
nerait uii cvlindre au rayon a, mais laisserait la valeur 
limite de z entierement indeterminee, on devra avoir 



<W2 ^~* Z| — — \J m 
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pour chacune des faces cylindriques Bi et Bs ; ces deuit 
faces, par consequent, sereduisent a zero. 

Cette relation en outre rend nul le champ du sixi^me 
terme qui disparalt ainsi sans donner lieu h aucune equa- 
tion. 

Reste enfin le troisieme terme relatif aux faces [Janes 
A, et Aj et qui donne pour chacune de ces faces 






dzdy 



d'ou il resulte que les faces planes At, Aj sont egalement 
nuUes. En resume le solide maximum est envelopp^ en 
tons sens par les deux surfaces Ci et Cs, qui sont en realite 
les deux nappes d'une raeme siirface courbe, caracte- 
risee par I'equation 



/i I \' I 



R' 



a 



*i 



d'ailleurs, les equations (2) et (3) font voir que les deux 
nappes sont perpendiculaires au plan xy^ le long de leur 
arete commune, d'ou Ton conclura que les deux nappes 
se raccordent et se fondent I'une dans T autre le long du 
contour commun ou font reellement une seule surface 
fermee, done la courbure moyenne est constante et egale 

a — 'La sphere au rayon 2 a remplit cette condition, et 

Ton sait par d'autres considerations que la sphere est en 
effet la solution vraie et unique de notre problime. Mais 
pour arriver par le calcul des variations a exclure toute 
autre solution, il faudrait prouver que la sphere est la 
seule surface fermee dont la courbure moyenne reste 
constante; or cetle demonstration est reside jusqu'ici au- 
dessus des forces de Tanalyse; 



APPLICATIONS A DES IMT^GRALES TRIPLES. 35 1 

Probleme XXVIII. 

179. Quelle doit dtre la lot de la densite dans un 
corps dont la forme, la position et la masse sont con- 
nueSy pour que, u exprimant la densite au point dont 
les coodonnees sont x^ y^ s, V integrate 



soit un minimum? 11 est (T ailleurs sous-entendu que cette 
integrate est prise dans toute Vetendue du corps cherche. 
La masse du corps ayant pour expression fffudzdjdx^ 
on doit chercher le minimum absolu de Tintegrale 

le multiplicateur indetermine ^tant represenle par • 

En faisant, pour abreger, 

du du du , — = 

P=-di' 'i=dy^ '-=Tz' '' = v/>.+ /''H-?' + -% 

et conservant d'aiUeurs les notations du n° 74 , on a 

a V v V 

et Ton trouve I'equation indefinie 

d,— d. — d, - 

/ \ 1 i^ V u 

(i --f. — -H- — -+ -^ = 0, 

a dx dy uz 

qui determine la loi generale de la densite. 
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Si Ton appelle a, /3, y les angles compris entre la nor- 
male a la surface du corps et les axes des coordonn^es, on 
aura en outre (ii*' 76) en chaque point de la surface 

P cos a H- Q cos p -4- R cos 7 = 0, 
ou 

(2) p cos aL-\- q cos p -f- r cos 7=0, 

et c'est la condition unique a laquelle se reduisent les 
equations aux limites, lorsque les limites de I'integrale, 
ou les surfaces limites du corps, sont donnecs. 

Parmi les integrales parti culieres de I'equation (1), on 
remarquera la suivante 

(3) {x — 0^ -+-(7 — /w)2 ^- (z — w)' + (a — k'Y = 9a« 

analogue aux equations du cercle et de la sphere. Pour 
qu'elle representat la solution veritable du probleme, il 
faudrait que la densite assignee a la limite du corps ou 
sur toute sa surface fut precisement celle que Ton dedui- 
rait de I'equation (3) resolue par rapport a u, C'est ce 
qui aurait lieu si le corps en question etait une sphere dont 
la densite u fut constante et donnee en chaque point de la 
surface, et Ton en conclurait qu'en ce cas I'equation (3) 
representor ait la loi de densite pour laquelle I'integrale 
propos^e deviendrait minimum. 
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